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(Sách dùng cho sinh viên các trường Cao đẳng) 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC 


_Zồi nói đầu 


Sinh viên mới vào năm học thứ nhất các trường Đại học Cao đẳng 
thường gặp khó khăn do phương pháp dạy, phương pháp học ở bậc 
học này có rhiêu điêu khác biệt so với ở bậc Trung học. Toán học cao 
cấp lại là một môn học khó với thời lượng lớn của năm thứ nhất ở 
các trường Đại học Cao đẳng kỹ thuật nhằm rèn luyện tư duy khoa 
học cung cấp công cụ toán học để sinh viên học các môn khoa học kỹ 
thuật khác và xây dựng tiêm lực để tiếp tục tự học sau này. 

Bộ giáo trình 'Toán học cao cấp" nà ìy được biên soạn căn cứ vào 
chương trình khung đã được ban hành và thực tế giảng dạy Ở hệ cao 
đẳng của một SỐ trường Đại học kỹ thuật và căn cứ vào chương trùnh 
môn Toán hiện nay của các trường Trung học Phổ thông, nhằm giúp 
cho sinh viên hệ Cao đẳng học tốt môn học này. 

Đo yêu cầu đào tạo hiện nay của hệ Cao đẳng, một số phần của 
Toán học cao cấp như cấu trúc đại số dạng toàn phương, tích phân 
phụ thuộc tham số, tích phân ba lớp, tích phân mặt, chuôi Fourier,... 
không được đưa vào giáo trình này. 4Những khái riệm Toán học cơ 
bản, những phương pháp cơ bản, những kết quả cơ bản của các 
chương đều được trình bày đây đủ. Một số định lý không được 
chứng mảnh, nhưng ý nghĩa của những định ý quan trọng được giải 
thích rõ ràng, nhiều ví dụ mình hoạ được đưa ra. Nhiều ứng dụng 
của lý thuyết vào tính gần đúng được trình bày ở đây. Riêng với 
những kiến thức về giải tích mà sinh viên được học ở Trung học phổ 

` thông, giáo trình này chỉ nhắc lại một cách hệ thống các điểm chính 
và trùuh bày các kiến thức nâng cao. Phần câu hỏi ôn tập ở cuối mỗi 
chương nhằm giúp sinh viên học tập và tự kiểm tra kết quả học tập 
của mình. Làm những bài tập để ra Ở cuối mỗi chương sẽ giúp người 
học hiểu sâu sắc hơn các khái niệm Toán học, rèn luyện kỹ năng tính 
toán và khả năng vận dụng các khái niệm Ấy. Các bài tập đó sẽ được 
giải trong bộ bài tập kèm theo bộ giáo trình nà Ìy: 


Bộ giáo trình này được viết thành hai tập và là công trùnh tập thể” 
của ba nhà giáo : Ngu \yển Đình Trí (chủ biên) re Trọng Vinh và 
Dương Thủy Vỹ. Ông La Trọng Vĩnh viết các chương ÿ IỊ !W, V; ông 
Dương Thủy Vỹ viết các chương IỊ VỊ VI 1X; ông Ngu ryên Đình 
Trí viết các chương Vĩ X, Xĩ 

Khi xây dựng đề cương cho bộ giáo trình này cũng như khi biên 
soạn: giáo trùnh, chúng tôi đã tham khảo kinh nghiệm của nhiều nhà 
giáo đã giảng dạy nhiều năm môn Toán học cao cấp cho hệ Cao đẳng 
Ở các trường Đại học X thuật. Chúng tôi xin chân thành cảm ơn các 
bạn đồng nghiệp đã đọc bản thảo và cho nhiều ý kiến quý báu. 

ĐỘ giáo trình này được viết lần đâu, chắc không tránh khỏi 
những khiếm khuyết. Chúng tôi chân thành cẩm ơn xọi ý kiên đóng 
góp của bạn đọc. Thư góp ý xin gửi về Công ty Cổ phần Sách Đại học - 
Dạy nghề 25 Hàn Thuyên, Hà Nội 
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Chương VI 
HÀM SỐ NHIỀU BIẾN SỐ 


cua á:z§ ều sầu 


~ Trình bày những khái niệm cơ bẫn và kết auÄ cơ bẳn về phép tính vi 
phân của hàm số nhiều biến số : định nghĩa hàm số nhiều biến số, 
miền xác định, cách biểu aiẫn hình học, giới hạn và tính liên tục của 
hàm số nhiầu biến số, đạo hàm riêng và vi phân toàn phần, đao hàm 
cấp cao, đạo hàm theo hướng, cực trị của hàm số nhiều biến số và 
một øố ứng dụng của phép tính vi phân vào hình học. 

— Sinh viên cẦn hiểu rỡ các khái niệm trên, nắm vững các kết. quả trên, 
hiểu được ý nạhĩa của đạo hàm riêng và vì phân toàn phần, cần lưu ý 
đến sự khác biệt aiũa hàm số một biến số và hàm số nhiều biến số, 

~ 6inh viên cẦn tính toán thành thạo Ãao hàm và vi phân của hàm số 
nhiều biến số cho dưới các dạng khác nhau, tìm được cực trị của 
hàm số nhiều biến số, viết. phương trình của tiếp tuyến, pháp diện 
của đường cong tại một điểm, phương trình của pháp tuyến, tiếp 
diện của mặt cong tại một điểm. 


§1. KHÁI NIỆM MỞ ĐẦU 


1.1. Định nghĩa hàm số nhiều biến số 
D là một tập hợp trong RẺ. Người ta gọi ánh xạ f : D —> R, tức là một 
quy tắc cho ứng với mỗi cặp số thực (x, y) € D một số thực duy nhất z, ký 
hiệu là f(x, y), là hầm số hai biến số. x và y là hai biến số độc lập. Ta ký hiệu 
f: (x,y) "> z=ÍÍŒ, y). 
D được gọi là miền xác định của hàm số f. Tập hợp 
f(D) = {z e RIz=f(x, y), V(x, y) e D) 
gọi là miền giá trị của hàm số †. 


Hầm số n biến số f(xị, xạ, ..., xạ) được định nghĩa tương tự. 


1.2. Miền xác định 


Nếu người ta cho hàm số hai biến số bởi biểu thức z = f(x, y) mà không 
nói gì về miền xác định của nó thì miền xác định của hàm số đó được hiểu là 
tập hợp những cặp (x, y) sao cho biểu thức f(x, y) có nghĩa. Nếu xem (x, y) 
là toạ độ của điểm M trong mặt phẳng thì miễn xác định của hàm số f(x, y) 
là tập hợp những điểm M sao cho biểu thức f(M) có nghĩa. Đó thường là một 
tập hợp D /iên :hông trong IRỶ, tức là một tập hợp mà hai điểm M¡, M; bất 
kỳ của nó luôn có thể nối với nhau bởi một đường cong liên tục nằm hoàn 
toàn trong D (hình 7.1). Trừ trường hợp miền xác định D = R?, D thường 
được giới hạn bởi một đường cong L kín hay không. Miền D được gọi là mở 
nếu những điểm của biên L đều không thuộc D, là đóng nếu mọi điểm của 
biên L đều thuộc D. 

Miền liên thông D được gọi là đơn 
liên nếu nó bị giới hạn bởi một đường 
cong kín, đz /#ên nếu nó bị giới hạn 
bởi nhiều đường cong kín rời nhau từng 
đôi một. 


Ví dụ 7. Hàm số z = 2x — 3y+5 


xác định V(x, y) e RỶ, miễn xác định Hình 7.1 
của nó là toàn bộ mặt phẳng. 
Ví dụ 2. Hàm số z = j1 ~ x” =y” xác định khi 1 ¬ x2 ~ yŸ > 0 hay 
XẾ +y” < 1. Miền xác định của nó là hình tròn đóng, tâm O, bán kính 1 (hình 7.2). 
Ví đụ 3. Hàm số z = ln( + y — 1) xác định khi x + y — 1 > 0 hay x + y > I. 


Miền xác định của nó là nửa mặt phẳng mở nằm ở phía trên đường thắng 
x+y= Ì (hình 7.3). 





Hình 72 Hình 73 
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tu 
‹w 


Sau này các khái niệm sẽ được trình bày cho trường hợp n = 2 hay n = 3. 
Các khái niệm ấy cũng được mở rộng cho trường hợp.n nguyên dương bất kỳ. 


1.3. Biểu diễn hình học của hàm số hai biến số 


Giả sử z = f(x, y) là hàm số xác định 
trong miền D của mặt phẳng xOy. Qua 
điểm M(x, y, 0) trong miền D, dựng 
đường thẳng song song và cùng hướng với 
trục Oz và lấy điểm P trên đó sao cho 
MP = f(x, y) = z. Khi điểm M biến thiên 
trong miễn Ð thì điểm P biến thiên trong IR” 
và sinh ra một mật S nào đó, gọi là đồ thị 
của hàm số z = f(x, y). Ta nói rằng z = Í(x, y) 
là phương trình của mặt S. Mỗi đường thẳng 
song song với trục Oz cắt mặt S ở không quá Hình 7.4 
một điểm (hình 7.4). 






b#(x,y)) 


Ví dự 4. Hầm số ø = 3 ~ 3x ~ Šy xác 


định trên toàn mặt phẳng xOy. Đồ thị của nó 
là mặt phẳng cất ba trục toạ độ theo thứ tự ở 
ba điểm A(I, 0, 0), B(0, 2, 0), C(0, 0, 3). 
Phần của đồ thị của hàm số đó nằm trong 
góc phần tám thứ nhất (hình 7.5). % 


(0,2,0) 


Hình 7.5 
1.4. Mặt bậc hai 
Mặt bậc hai là những mặt mà phương trình của chúng là bậc hai đối với 
X,ÿW,Z. 


1.4.1. Mặt elpxôit 
Mật elipxôit là mặt có phương trình 


2 2 2 
tt eb Œ.D 


.h. 


trong đó a, b, c là những số dương. Vì x, y, z có mặt trong phương trình (7.1) 
với số mũ chẩn nên mật elipxôit nhận các mặt phẳng toạ độ làm mặt phẳng 
đối xứng, nhận gốc O làm tâm đối xứng. 


Cất mặt elipxôit bởi các mặt phẳng toạ độ xOy, yOz, zOx, các giao 
tuyến theo thứ tự là các đường clip : ; 


2 2 
S+E==L z=0; 
â b 

2 „2 
Tư mỊ x=0; 
b c 

2 2 
Z2. X 
=s†+—=Ì, y=0. 
ca? 


Cất mặt elipxôit bởi mặt phẳng z = k, k là hằng số, giao tuyến có 
phương trình 


2 Š 2 
X y k 
—= + “>=l-—_,z=k. Œ.2) 
a? b2 c 


Nếu k < ~c hoặc k > c, phương trình (7.2) vô nghiệm, mặt phẳng z = k 
không cắt mặt elipxôit. 


Nếu k = c, giao tuyến thu về điểm (0, 0, + c). 
Nếu -c < k < c, phương trình (7.2) có thể viết 


Đó là phương trình của đường elip có 
tâm tại điểm (0, 0, k), có các bán trục là 


x 
2 2 
hệ Si NHI, 
c C Hình 76 


Khi k tăng từ 0 đến c, các bán trục nhỏ dân tới 0. Khi k tăng từ —c đến c, 
giao tuyến di chuyển và sinh ra mật elipxôit (hình 7.6). a, b, c gọi là các bán 
trục của elipxôit. 





Nếu hai trong ba bán trục bằng nhau, chẳng hạn a = c, ta có mặt elipxôit 

2 2 
tròn xoay, sinh bởi đường elip _ + ng = l, z = Ö quay quanh trục Oz. Nếu 
a 


a4 =b= c, mặt elipxôit trở thành mặt cầu tâm O bán kính a. 
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1.4.2. Mặt hypebôlôit một tầng 


Đó là mặt bậc hai có phương trình 
2 2 2 
x yˆ z 
Xà caE (13) 
TH C 
trong đó a, b, c là những hằng số dương. Mặt đó nhận các mặt phẳng toạ độ 
làm mặt phẳng đối xứng, nhận gốc toạ độ làm tâm đối xứng. Nó cắt mặt 
phẳng toạ độ xOy theo đường elip 


2 v2 
= + => =1,z=0, 
Là b 
cất các mặt phẳng toạ độ yOz, zOx lần lượt theo các đường hypebôn : 
2 „2 
= - = =l,x=0, 
b ec 
2 „2 
xÃ Z7 
——==Ì,y=0 
a2 c? 
Giao tuyến của mặt hypecbôlôit với mặt phẳng z = k là đường elip 
2 v2 2 
X + cl+S, sek (4) 
a b € 


Khi |k| tăng từ 0 đến +œ, các bán trục của 
elip đó theo thứ tự tăng từ a đến +œ và từ b 
đến +œ. Khi k biến thiên từ —œ đến + giao 
tuyến đó dịch chuyển và sinh ra mặt 


hypebôlôit một tầng (hình 7.7). 
Nếu a = b, ta có mặt hypebôlôit một 
35 
tầng tròn xoay, do hypebôn = _ - =:Ï, 
a“ € 


y =0 quay quanh trục Oz sinh ra. 





1.4.3. Mặt hypebôlôit hai tầng 
Đó là mặt bậc hai có phương trình 
—~+—=_->=-lÌ, (7.5) 
a2 bề c7 
trong đó a, b, c là những hằng số dương. Nó nhận các mặt phẳng toạ độ làm 
mặt phẳng đối xứng, nhận gốc toạ độ làm tâm đối xứng. 
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Cắt mặt (7.5) bởi mặt phẳng z = k, giao tuyến có phương trình 
3: 5 J3: 2 : 
X y k 
S4 s.fysŸ 6) 
a2? b2 c2 


_ Nếu |k| < c, mật (7.5) không cắt mặt phẳng 
z = k. Nếu k = +c, mặt phẳng z = k tiếp xúc với 
mặt (7.5) tại điểm (0, 0, c) hoặc (0, 0, -c). Nếu 
|k| > €, giao tuyến (7.6) là đường elip có bán trục 


k k 
Aj 2 —1 và bqj—=—1. Khi |k| tăng từ c tới 
€ % c 


+, các bán trục ấy lớn dần từ 0 tới +eo, giao 
tuyến (7.6) di chuyển và sinh ra mặt hypebôlôit 
hai tầng (hình 7.8). Hình 7.8 





Nếu a = b, ta có mật hypebôlôit hai tâng tròn xoay, do hypebôn 


x? 


2 
¬=-= = ¬l, z= Ö quay quanh trục Oz sinh ra. 
a“ c 


1.4.4. Mặt parabôlôit eliptic 
Đó là mặt có phương trình 


2 2 
TH nc2a (7) 
P.q 


trong đó p, q là các hằng số dương. 
Vì x, y tham gia vào phương trình (7.7) với số mũ chắn, nên mặt (7.7) 
nhận các mặt phẳng yOz và zOx làm mặt phẳng đối xứng. 


Mặt (7.7) cất các mặt phẳng x = 0 và y =0 thco các đường parabôn nhận 
Oz làm trục : 
y =2qz,x=0; 
xÌ= 2pz, y =0. 
Giao tuyến của mặt (7.7) với mặt phẳng z = k là đường elip có các bán 


trục 42pk, V2qk : 


x2 2 
2pk ° 2ak “Lz=k (7.8) 
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nếu k > 0, là gốc toạ độ nếu k = 0. Khi k tăng 
từ 0 đến +eo các bán trục cũng tăng từ 0 đến ' 
+, giao tuyến (7.8) di chuyển và sinh ra mặt 
parabôlôit eliptic (hình 7.9). 

Nếu p = q, ta có mặt pParabôlôït tròn xoay, 
do parabôn xˆ = 2pz, y = 0 quay quanh trục Oz 
sinh ra. : 

1.4.5. Mặt parabôlôit hypebôlic 

Đó là mặt có phương trình 

3 in 3t, _—— Œ9) 
P q 
trong đó p, q là những hằng số đương. 
Nó nhận các mặt phẳng yOz và zOx làm mặt phẳng đối xứng. 
Cắt nó bởi mặt phẳng zOx, Biao tuyến là đường parabôn 


X”=2pz, y =0, (7.10) 





_Parabôn này nhận Oz làm trục. 


Cất mặt (7.9) bởi mặt phẳng x = k song song với mặt phẳng yOz, ta 
được đường 


2 
#--Ís-E x=k (7.11) 


Đó là đường parabôn có tham số q, CỐ trục 
song song với Oz, quay bề lõm về phía z < 0, 
có đỉnh nằm trên đường (7.10). Khi k biến 
thiên từ -—œ đến +, giao tuyến (7.11) đi 
chuyển và sinh ra mặt parabôlôit hypebôiic, 
(hình 7.10). , 





Cất mặt (7.9) bởi mặt phẳng z = k, ta được Hình 7.10 
đường 
2 2 
2E Z£È (7.12) 
P4 


Nếu k >0, đó là đường hypebôn có trục thực nằm trong mặt phẳng zOx 
Và song song với Ox, có bán trục thực ./2pk, bán trục ảo vJ2qk. Nếu 
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k <0, đó là đường hypebôn có trục thực nằm trong mặt phẳng yOz và song 
song với Oy, có bán trục thực 2/j—2qk, bán trục ảo ^J-2pk. 
Nếu k =0, phương trình (7.12) trở thành 


2 v2 
*X_`-# =0,z=0. 
P4 


Vậy giao tuyến của mặt (7.9) với mặt phẳng z = 0 là cặp đường thẳng giao 
: . 
nhau y = + ˆ trong mặt phẳng xOy. 
1.4.6. Mặt trụ bậc hai 


Nếu một trong ba biến số không có mật trong phương trình của một mặt 
nào đó thì mặt đó là mi trụ. Chẳng hạn, mặt có phương trình 


a, b là các hằng số dương, là mặt trụ elip. Nếu điểm (xạ, Yọ› 0) thuộc mặt đó 


thì mọi điểm (xạ, yọ, Z) với Z' bất kỳ cũng thuộc mặt đó. Vậy đường sinh của. 


mặt trụ song song với trục Oz (hình 7.11). Còn phương trình y = x2 biểu diễn 
mặt trụ parabôn có đường sinh song song với trục Oz (hình 7.12). 





Hình 7.11 Hình 7.12 


1.4.7. Mặt nón bậc hai 
Xét mặt có phương trình 
2 


2 2 

XS. y7 

——+— _—> (7.13) 
` bŸ œ2 
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trong đó a, b, c là các hằng số dương. Nó cắt mặt phẳng xOy tại gốc toạ độ, 
cắt mặt phẳng yOz theo đường 


y? 2 


c 

“——=—- = z+— = 

Ea xz0 hay zZ +ry,X 0, 

tức là theo cặp đường thẳng giao nhau trong mặt phẳng yOz và cắt mật 
phẳng zOx theo cặp đường thẳng giao nhau z = ta. 


Giao tuyến của mặt (7.13) với mặt phẳng z = k, k là hằng số, có phương 
trình ` 





2 2 

X bị 
——+————-=Il,z=k. Œ.14) 
a2k? bổk? 

cầ cầ? 


Giao tuyến đó là đường elip có các bán trục 
3 Khi k biến thiên từ —œ đến +, 
giao tuyến đó di chuyển và sinh ra mật (7.13) 
(hình 7.13). 

Dễ kiểm tra rằng nếu điểm Mg(Xọ, Yọ, Zo) 
nằm trên mặt (7.13), thì mọi điểm nằm trên 
đường thẳng OMẹ cũng nằm trên mặt 
(7.13), vì mọi điểm trên đường thẳng OMẹ 
đều có toạ độ (AXọ, Àyo, À2o), ^ là một số 
nào đó. Vậy mặt (7.13) là một mặt nón có 
đỉnh ở gốc toạ độ. Nếu a = b, ta được một 
mặt nón tròn Xoay. Hình 7.13 





4.5. Giới hạn của hàm số hai biến số 
Ta nói rằng dãy điểm M„Œx„, yạ) dân tới điểm Mạ(xọ, yo) trong RỂ và 
viết M„ —> Mọ (hay ŒXạ, yạ) —> ŒXọ, Yo)) khi n —> œ nếu 


lim \Œa _ Xu +(YnT— vọ)Ÿ =9. 
- n¬œ ! 
Cho hàm số f(M) = f(x, y) xác định trong một miền D chứa điểm 
Mẹ(Xọ, yọ), có thể trừ điểm Mẹ. Ta nói rằng L là giới hạn của f(Œ, y) khi 
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điểm M(x, y) dân tới điểm Mạ nếu với mọi dãy M;Œ, yn) (khác Mẹ) thuộc 
miền D dân tới Mụẹ ta đều có 


lim f(Xa,Yn) =.L. 
mm 
Ký hiệu : lim fx¿y)=Lhay lim f(M) =L. 
(xy)—(Xa.yg) M->Mọ 
Từ định nghĩa trên suy ra rằng nếu khi y 
dãy Mạ dần tới Mẹ trên bai đường 
C\, C¿ khác nhau (hình 7.14) mà dãy 
{fŒn. Yn)} dần tới hai giới hạn khác nhau 
Ly, Lạ thì Hm  f(x,y) không tổn tại. 
(xy)>@yo} 


Ví 5. Tính lim f(x,y), với 
(x,y)¬(0,0) 





fx.v)= =1 Hình 7.14 


"bị 
Hàm số f(x, y) xác định trên IR?\ {0, 0 Sun BI CS a0 z (0,0 
Œ&,y) ị {0,0} SE: (x, y) # (0, 0) 


nên 
œ.nI=--E—w|< ||. vœ y)z@, 0). 
Ý x? + y? 


Do đó với mọi dãy ((xạ, yạ)} dân tới (0,0),tađềucó lim f=0 
{Xn.Yn)—»{0,0) 
Vậy 


lim f(x,y)=0. 
(x,y)¬(0,0) 


' : s xy 
Ví dựụó. Tìm — lim X,Y) VỚI #(X, y)= ————. 
ty) do £C=Ÿ) Với gứU, y) x°+y2 


Hàm số g(, y) xác định trên RẺ\ {(0, 0)). Với dấy {Œạ, yạ)} dần tới 
(0, 0) trên trục Ox, ta có yạ = 0, do đó 8Œạ, 0) = 0, Vxạ # 0. Vậy 


lim g(xạ,0) = 0. 
Xn->0 
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Với dãy {(xn, yạ)} dần tới (0, 0) trên đường y = x, ta có ŸYn = Xạ, đo đó 





VXụ #0. Vậy 


I 
lim g(x„,x„) = —, 
HUẾ " n) 2 


l : 
Vì 0# > nên không tồn tị lim g(x,y). 
2 (x.y)—(0,0) 


1.6. Tính liên tực của hàm số hai biến số 


Cho hàm số f(x, y) xác định trong miền D. Mo(Xọ, yạ) là một điểm thuộc 
D. Ta nói rằng hàm số f(x, Y) liên tục tại M, nếu : 


1. Tồn tại lim — f(x,y) ; 
(x;y)}3(Xe,yo) 


2 f(x,y) = f(ọ, ýạ). (7.15) 


` lim 
(X.y)~X(Xg,yg) 

Hàm số f(x, y) được gọi là liên tục trong miền D nếu nó liên tục tại mọi 
điểm của miễn Ð. Hàm số nhiều biến số liên tục trong một miền đóng 
giới nội cũng có những tính chất như hàm số một biến số liên tục trong 
một khoảng đóng giới nội : nó giới nội, đạt giá trị lớn nhất và bé nhất trong 
miền ấy. 

Ví dự 7. Xét tính liên tục của hàm số 

xy 
—T—z›V(x,y) # (0,0) 
G(%,y) = 4x2 + y2 
0 ; Nếu (X,y)= (0,0). 

.. dŒ, y) xác định trên toàn RỂ. Nó liên tục tại mọi điểm (Œ, y) # (0, 0) vì 


nó là thương của hai hàm số liên tục với mẫu số khác 0. Chỉ còn phải xét 





tính liên tục của G(x, y) tại (0, 0). Vì không tổntại lim TP: 

(x,y)¬(0,0) x^ + y 
ví dụ 6) nên G(x, y) không liên tục tại (0, 0). Tóm lại, G(x, y) liên tục tại 
mọi điểm (x, y) # (0, 0). 


(xem 


Chú thích. Nếu đặt x = Xọ + ÁX, ÿ = ÿọ + Áy, ta có 


Í(%, y)= Í(Xo + Ax, Yọ + Ay). 
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Lại đặt Af = f(xo + Ax, Ÿo + AY) — f(Xọ, yạ). Khi đó công thức (7.15) có thể 
viết là . 


lim  Af =0, (7.16) 
(Ax,Ay)~s(0,0) 


Nói cách khác, hàm số f(x, y) liên tục tại Mo(xo, yọ) nếu hệ thức (7.16) được 
thoả mãn. 


§2. ĐẠO HÀM RIÊNG. VI PHÂN TOÀN PHẦN 


2.1. Đạo hàm riêng 

2.1.1. Định nghĩa. z = [(x, y) là một hàm số xác định trong miền D, 
(Xọ, vo) là một điểm thuộc D. Nếu cho y = yọ, yạ là hằng số, mà hàm số một 
biến số x "> f(x, yạ) có đạo hàm tại x = xọ thì đạo hàm đó gọi là đạo hàm 
riêng đối với x của hàm số f(x, y) tại (Xọ, yọ) và được ký hiệu là 


øØf ð 
Í(Xo, yọ) hay 2x ŒœÿYo) hay r> (ŒXọ,; Yọ). 


Vậy theo định nghĩa của đạo hàm hàm số một biến số, ta có 
: f(Xo + AX,Yp) ~ Í(Xo,Yo) 
TH NT. 


f Xa, = h 
x(Xo, Yo) l ng 


Tương tự, đạo hàm riêng đối với y của hàm số Ấ(x, y) tại (xo, yọ) ký hiệu là 


Í(Xo,Yo +Áy)- f(Xe,Yo) 
Ay : 
Như vậy khi tính đạo hàm riêng đốt với x của f, chỉ việc xem y là hàng 
số và lấy đạo hàm của f đối với x ; khi tính đạo hàm riêng đối với y của f, chỉ 
việc xem x là hằng số và lấy đạo hàm của f đối với y, 


fŒọ,Yo)= li 
vŒo,Yo) Ày-rỦ 


Ví dụ 1. Tính các đạo hàm riêng của z = xÃ — 5x3y? + 2y!. 
_ =4xÌ~ 15x2y?, » = —10xŸy + §y”. 
Ví dụ 2. Tính các đạo hàm riêng của z = xÈ (x > 0).. 


. = yxỲ"1, ` = x” Inx. 
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Ví đ„ 3. Tính các đạo hàm Tiêng của z = ca 5] (y#0). 


ä--s)Äf-¬=()) 
Yyj/ôx\y yjy' 


& 
š-¬)46)-54E)> 


Chú thích 1 : Đạo hàm riêng của hàm số n (> 2) biến số được định nghĩa 
tương tự, Khi tính đạo hàm riêng của f đối với một biến số nào đó, ta xem 
các biến số khác là hằng số và tính đạo hàm của f đối với biến SỐ ấy. 


2 
Ví đự 4. Tính các đạo hàm riêng của hàm số u = e* cosz, 
ôu 


2 ôu 2 Ổu 2 
=ecXY —.aÄ S2 _ XY dị 
2 “€ 2XVC057, —=e€*Ÿxcosz, — =-e Sin Z, 

3x y ` % ` Øz 


2.1.2. Ý nghĩa hình học của đạo hàm riêng 

Gọi S là đồ thị của hàm số z = f(x, y), 
C¡ là giao tuyến của S và mặt phẳng 
y =yo- C¡ chính là đồ thị của hàm số một 
biến số f(x, yọ) trên mặt phẳng y = Yọ. 
Do đó đạo hàm riêng ÍyŒo, yo) là hệ số 
góc của đường tiếp tuyến Tị của C¡ tại 
điểm P(xọ, vụ, Z), trong đó Zo = f(Xo, yọ) 
(hình 7.15). Còn đạo hàm riêng fÿŒo, Yọ) 
là hệ số góc của đường tiếp tuyến Tạ của 
giao tuyến C của mặt S với mặt phẳng Hình 7.15 
X = Xo tại P(Xo, yọ, 2q). 

Đạo hàm riêng f (xạ, Yo) cũng biểu diễn vận tốc biến thiên của hàm số 
f(x, y) theo hướng x tại (xọ, Yo), còn £ (xo, yọ) biểu diễn vận tốc biến thiên 
của Í(x, y) theo hướng y tại ŒXọ, Yạ). 





3.1.3. Đạo hàm riêng cấp cao 


Các đạo hàm riêng f,, fÿ gọi là đạo hàm riêng cấp một của hàm số 
z = f(x, y). Chúng cũng là những hàm số của x, y. Vì vậy có thể xét các 
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. đạo hàm riêng của chúng : (f,)„, (, xà: ý}; (3y, gọi là đạo hàm riêng 
cấp hai của f(x, y). Ta dùng các ký hiệu sau : 


XX Ôx x ôx? x2” 
đ)=t.-=-9(#\..#t „ #z 
*xY XW_ y(ôx} ôÔyôx Øyôx' 
(38 _ 8(ôfì_ 1t _ 8; 
yx * \ôy) ôxy @xôy" 
2 2 
đe (1) - St 
Ôy y 2 2 
Ví đụ Š. f(X, y)= Xe + xỶy?— y 
f,= 2xeŸ + 3x°v2, ti xÂeŸ + 2xỔy — 5y', 
f„= 2e” + 6xyỶ, fy = 2X€” + Óx”y, 
f,„= 2x€” + 6X Y, fy = xe + 2x” — 20yÌ, 


Các đạo hàm riêng cấp cao hơn được định nghĩa tương tự. Chẳng hạn 
2 3 
tê) ớt, 
J' Ø(Øôêx} ay2øx 
Ta thừa nhận mà không chứng minh định lý quan trọng sau. 

ˆ Định lý 7.1 (Schwarz). Nếu hàm số fx, y) có các đạo hàm riêng f„ 
và ƒs„ trong mội miễn D và nếu các đạo hàm riêng ấy liên tục tại điểm 
(1o, vạ) € Ð thì 

of, yọ) = ÍŒo, Yạ). 
Ta đã thấy kết quả này ở ví dụ 5. 


Từ định lý Schwarz đễ dàng suy ra rằng f xyy = = đụ „ nếu chúng 
liên tục. 


Đạo hàm riêng cấp cao của hàm số n (> 2) biến số được định nghĩa 
tương tự. 
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Ví dụ 6. u=z/ev*, 


ty = re 
tyx= zex 

— „2 X¬y? 3 X¬YZ? 
Uyyy =Z€ ”.(-Z)=-Z€ ˆ, 


c 2 x-yz 3 _x-yz = 2 X"YZ 3 Xx—yZ 
Myyuyy^T-3Z€ Ô —=Z€ ' (CY)=-3Z€ ˆ +yZC ˆ. 


2.2. Vi phân toàn phần 
2.2.1. Định nghĩa. Ta biết rằng nếu hàm số một biến số f(x) xác 
định trong khoảng I c IR và nếu tổn tại đạo hàm f (xo), xạ € Ï thì số gia 


Af(Xạ) = Í(%e + AX) — fŒxo), trong đó xạ + Ax e Ï, có thể biểu diễn dưới dạng 
Af(xg) = f(Xg)Áx + ŒAX, (7.17) 
trong đó œ —> 0 khi Ax — 0. Biểu thức f'(xg)Ax, phần chính của Af(xạ) khi 
Ax — 0, gọi là ví phán của f(x) tại xạ. Vậy nếu đạo hàm ƒ (xạ) tôn tại thì Ñx) 
khả vì tại xạ. 
Bây giờ xét hàm số hai biến số f(x, y) xác định trong miễn D c RẺ. 


MgŒọ, yạ) và Ms + Ax, vọ + Ay) là hai điểm thuộc D. Nếu số gia 
Af(Xg, Yọ) = f(%o + AX, Yọ + AY) — Í(Œọ, yạ) có thể biểu diễn dưới đạng 
Af(Xọ, yọ)= AAx + B+y + œÁx + BÁy, (7.18) 
trong đó A, B là những số không phụ thuộc Ax, Ay; còn œ —> 0 và B —> 0 khi 
(Ax, Ay) —> (0, 0) (tức là khi M —> Mạ) thì ta nói rằng hàm số f(x, y) khả vỉ 
tại Mẹ, biểu thức AAx + BAy gọi là vi phân toàn phần của hàm số f(x, y) tại 
(xo, yọ) ứng với các số gia Ax, Ay và được ký hiệu là df(xg, yọ). 
Nếu hàm số f(x, y) khả vi tại (xọ, yọ) thì nó liên tục tại đó, vì từ 
công thức (7.18) suy ra Af(Xọ, yọ) —> 0 khi (Ax, Ay) —> (0, 0) (xem chú thích §1). 


Hàm số f(x, y} gọi là khẻđ vi trong miền D nếu nó khả vi tại mọi điểm 
thuộc D. 


Chú thích 2. Nếu f(x, y) khả vi tại (xọ, yọ) thì tồn tại các đạo hàm riêng 
f(Œo; Yo), ÍÿŒo, yo). Thật vậy, từ công thức (7.18) ta có 
Í(Xọ + AX, Yo) — Í(Œ%Xọ, Yọ) = AAX + dAX, 
trong đó œ —> 0 khi Ax —> 0. Do đó 
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£ š = li A. 
x(XosYo) Aa-30 Áx 


Cũng như vậy 

Íÿ(Xọ, yọ) =B... 
Như vậy nếu hàm số f(x, y) khả vi tại (xọ, yọ) thì vi phân toàn phần của nó 
tại (Xọ, yo) được cho bởi 


đ(Xọ, yo) = Í,(Xọ, Yo)AX + f (Xo, Yo)Ay. 

Chú thích 3. Khác với hàm số một biến số, nếu hàm số hai biến số f(x, y) 
có các đạo hàm riêng f,Œo, ÿọ), Íÿ(Xo, yọ) thì chưa chắc nó đã khả vi tại 
(Xọ, yọ). Xét hàm số sau 

xy 
G(Œx,y) = ‡x?+y 
9 nếu (x,y) = (0,0). 
Theo định nghĩa của đạo hàm riêng, ta có 
G(h,0) - G(0,0 ._ G(h, 
«œ —ẽ 2 = lim” - 





n nếu (x,y) z (0,0), 


G„(0, 0) = lim 0, 
h—›0 
vì G(h, 0) = 0, Vh # 0. Tương tự, ta có G.(0, 0) = 0. Vậy tồn tại các đạo hàm 
riêng G.(0, 0), G/(0, 0), nhưng hàm số G(x, y) không liên tục tại (0, 0) (xem 
ví dụ 6 §1) nên không khả vi tại (0, 0). 
2.2.2. Điều kiện khả vi của hàm số nhiều biến số 
Định lý 7.2. Nếu hàm số fx, y) có các đạo hầm riêng trong một miễn D_, 
chứa điểm Mg(xọ, vạ) và nếu các đạo hàm riêng ấy liên tục tại Mạ thì hầm số 
Jfx, y) khả vi tại Mẹ, vi phân toàn phân của f(x, y) tại Mẹ được tính bởi 
công thức 
đẾ%ọ, yọ) = fÁ%o, Yo)Ax + #⁄Xo + Ya)Ay (7.19) 
Chứng mình: Giả sử (Ko + Ax, Yọ + Ay) e D. Ta có 
AfŒạ, Yq) = Í(xọ + ÁAX, Ỳo + Ay) - Í(Xọ, Yọ} 
= [Xo + ÁX, yọ + Ay) — f(Œ%ọ, Yọ + Ay)] + [fŒg, Yo + Ay) — ÍŒ — Yọ)l. 
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Áp dụng công thức Lagrange cho hàm số một biến số (xem công thức 
(3.2), tập L), ta được : 


fŒXo + AX, Yọ + AY) ~ Í(Xo, Yọ + Ay) = AXf(X, Yọ + Ay), 
trong đó x là một giá trị nào đó nằm giữa Xọ và Xg + AX ; 

f(Xo, yọ + Áy) = f(Xọ, yọ) = Ayf (Xọ, Y), 
trong đó y là một giá trị nào đó nằm giữa yọ và yọ + Ay. Vậy 

Af(Xọ, Yo) = AXf,(X, yọ + AY) + AyÊ (Xọ, Y) 
Nhưng vì f, và f, liên tục tại Mo(xọ, yạ) nên 

ft › Yo + ẤY) = ÍŒo, Yọ) + Ơ, 

f(Xo, Y) = Í /Œọ, Yọ) + B, 
trong đó œ —> 0, B —> 0 khi (Ax, Ay) —> (0, 0). Do đó 

Af(Xœ Yo) = ÍŒg, yọ) AX + fÿŒXo; Yo)Ay + œAx +BÁy. — (720) 

Af(Xọ; yọ) được biểu diễn dưới dạng (7.18), trong đó A = xẮÉp: Yo), 


B = f/(xọ, yọ). Do đó hàm số f(x, y) khả vi tại Me(xọ, yọ) và vi phân toàn 
phần df(xo, yạ) được cho bởi 


đÍŒọ, yo) = Í(Xo, Yo)ÁX + tŒo, yo)Ay. M 
Chú thích 4. Cũng như đối với hàm số một biến số, vì x, y là biến số độc 
lập nên ta có Ax = dx, Ay = dy, do đó công thức (7.19) còn được viết là 


đf(Xọ, Yo) = Í;(ŒXọ, Yo)dx + f/Œọ, Yọ) dy. 
Ví dụ 7. Tính vi phân toàn phân của hàm số z = vx? +y?. 


Hàm số xác định trên toàn RỂ. Vì các đạo hàm riêng 


liên tục tại mọi (x, y) # (0, 0) nên z khả vi trên Rˆ\ {(0, 0)} và 


_ Xdx + ydy 


đdz 
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Chú thích 5. Đối với hàm số n © 2) biến số, định nghĩa hàm số khả vị. 
điểu kiện khả vị của hàm SỐ, công thức của vi phân toàn phần cũng tương tự 
như hàm số hai biến số, 


Lí dụ Ä. Tính vi phân toàn phần của hàm số u = xe”, 
Hàm số xác định trên toàn RỶ. Các đạo hàm riêng 


=—==ư 2 =Xz”, — =xyc? 


Ôx ` ổy 3z 
liền tục trên toàn T” nên hàm số u khả vi trên toàn IR” và 


du = cÍ“dx + xze*“dy + xye`“dz = È “(dx + xzdy + xyđz). 


2.2.3. Ứng đụng ví phân toàn phần vào tính gần đúng 

Từ vế phải của công thức (7.20) ta thấy rằng f Œọ, yụ)Ax + fý⁄(Xọ. Yg)Ay 
là võ cùng bé bậc nhất đối với p= \JAx? + Ay? khi p — 0. còn œAx + By 
là vô cùng bé cấp cao đối với p. Vì vậy khi Ax, Ay khá nhỏ, ta có thể xem 
Af(Xọ. yọ) xấp xí bằng đfQxạ, Yo), tức là 


Al(Xo, Yo) # Í(Xo, Yg)AX + Íÿ(Xọ, yp)Ay 
lay 


ĐỨxo + AX, yụ + Ay) * (So, yọ) + f,ŒG, Yọ) AX + ÍGXụ, yọ) Ấy, — G21) 

Ví dụ, 9. Cho hàm số fQ, y) = x” + 2xy — yŸ, Tính Afx, y) và df(x, y) 
HIẾU Xẹ = 2, Yạ =3, Ax =0,03, Ay =-0,02. 

đÍ(x, y) = (2x + 2y)Ax +(2x— 2y)Ay. 

dfQ, 3) = (2.2 + 2.3).(0,03) + (2.2 ~ 2.3).(-0,02) = 0,34, 

Af(2. 3) = f(2.03; 2,98) ~ f(2, 3) 

= (03)? + 2.2,03.2,98 — (2,98)”] ~ [2? + 2.2.3 ~ 3] = 0.3434. 
Ta thấy đf(2, 3) > Af(2, 3), nhưng tính df(2, 3) dễ hơn. 


Lí dụ 10. Tính gần đúng arctg ' s : 


Ta cần tính ZXo + AX, Yọ + Ay), trong đó z = ArCg=, Xọo = Ï, Yyọ = 1, 


Ax ==0/05, Ay =0,02. 
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Ta có 
==— G0 SG 0N: EC, 
ÔX ˆ Sơ EBIIN= 2¿v2 0y 2x x2+v2 
3Í] BbP' củi cho '+[3] Kiếp 
X x 
“Theo công thức (7.21) 
z(1 —- 0.05 ; 1+0,02)~zZ(1, l) + Z(, ĐAX + zv(1, L)Ay 
hay 
102 _—- 10,05 +1.0,002 _ 7 Â 
ArCE Do zarctgÌ + 5 kết +0,35 =0,785 +0,035 


=0,82 radian. 


__ Yí dụ 1¡. Khi đo bán kính đáy và chiều cao của một hình nón tròn xoay 
ta được 10cm và 25cm. Biết rằng sai số mỗi lần đo có thể tới 0,lem. Hãy 
tính sai số tuyệt đối lớn nhất khi tính thể tích của hình nón. 


Thể tích V của hình nón tròn xoay có bán kính đáy R và chiều cao H 
được cho bởi 


Do đó vi phân của V là 


êV ôV 2nRH nR? 
dV =AR + TAH=< AR +~a—-AH. 


Vì |AR| <0,1, |AH| <0,1 nên sai số lớn nhất khi tính V là 





2.r.10.25 7r. 0O 
—z(01)+ 3” 





(0,1) =20mcmẺ ~ 63cm”. 


2.2.4. Điều kiện để biểu thức P(x, y)dx + Q(+x, y)dy là một ví phân 
toàn phần 
Ta biết rằng vi phân toàn phần của hàm số khả vi f(x, y) là 
df = B. + „ty: 
Bây giờ cho hai hàm số P(x, y), Q(x, y). Định lý sau đây cho ta biết khi 
nào biểu thức P(Œ, y)dx + Q(x, y)dy là vi phân toàn phần của một hàm số 
f(x, y) nào đó. 
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Định lý 7.3. Giả sử các hàm số P(>x, y), Q(x, y) có các đạo hầm riêng 
liên tục trong một miền D nào đó. Biểu thức P(x, y)dx + Q(x, y)dy là một vi 
phân toàn phần khi và chỉ khi Ễ 


b = Đ{x,y) 6D. Œ.22) 


Chứng mình: Nếu P(x, y)dx + Q(x, y)dy là vi phân toàn phần của hàm số 
f(x, y) thì 


PAy) các Q0uy)=e., 


Do đó 


1x... sẻ _ 
Nhưng & = xây vì chúng cũng liên tục trong miền D (do định lý 7.1) 


nên ta có điều kiện (7.22). Vậy (7.22) là điều kiện cần để P(x, yxlx + Q(x, ykly 
là một vi phân toàn phần. 

Đảo lại, nếu điều kiện (7.22) được thoả mãn thì PŒ, y)dx + Q(x, y)dy là 
một vi phân toàn phần. Ta thừa nhận kết quả này. I 


Chú thích 6. Nếu điều kiện (7.22) được thoả mãn, ta có thể tìm được 
hàm số f(x, y) sao cho df = P(x, y)dx + Q(x, y)dy. Việc tìm hàm số Íf(x, y) 
được trình bày trong ví dụ sau. 


Ví dụ 12. Chứng minh rằng các biểu thức sau đây là vi phân toàn phần : 
8) @\ = (2x — 5y?)dx + (6y? — 10xy)dy, 


3 
b) @; = 3x2 + Iny)dx ~ [» _ x]w với y >0. 


Tìm các hàm số f(x, y) sao cho dí = @, ¡ = 1, 2. 


Giải: a) Ta có P(x, y) = 2x — 5y”, Q(x, y) = 6y ~ 10xy. Do đó 
= a0 CS 


ôy _* 
Vậy œ¡ là một vi phân toàn phần. Ta phải tìm hàm số f,(x, y) sao cho 
đf, = œ¡, đo đó | 
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= =2x— Ssy, % : Œ®) 

ôÏ, _ 2 

—=- =Ôy - 10xy. xk) 

2y y ( 
Lấy nguyên hàm theo x hai vế của (*), ta được 

f\G, y) = x” — 5y x + 00), á) 


trong đó @(y) là một hàm số khả vi bất kỳ của biến số y, @(y) được xem là 
hằng số tuỳ ý đối với x vì x, y là hai biến số độc lập. Lấy đạo hàm đối với y 
hai vế của (***), ta được 


ôi 
— =—-ÌlŨXY+ '{ ) (*#**) 
õy yt+0W 
So sánh (**) và (****), ta được @{y) = 6y?. Do đó @(y) = 2y” + C, C là hằng 
số tuỳ ý. Thay @(y) vào (***), ta được 
f¡(X, y)= x”~ sxy? + 2y +€. 

Lưu ý rằng ta cũng có thể bắt đầu tính bằng cách lấy nguyên hàm theo y 

hai vế của (**) như trong phần b) dưới đây. 


3 
b) Ta có P(, y) = 3xˆ(1 + Iny), Q(x, y) = n ~ 2y. Do đó 


Vậy œ; là một vi phân toàn phần. Ta phải tìm hàm số f;(x, y} sao cho 
đĩ; = œ2, do đó 


Ea =3x”(1 + Iny), £ 
Øf x _ 
_-C. =9: (1) 
tưển, 


Lấy nguyên hàm theo y hai vế của (11), ta được 
fa(x, y) = x Iny — ÿ” + @(%), di) 
trong đó œ(x) là một hàm số khả vi bất kỳ của x. Lấy đạo hàm theo x hai vế 
của (1ii), ta được 
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S= 3x?my + ø). : (v) 
So sánh (v) với (), ta được @{x) = 3x”. Do đó @(x) = xỶ + C, C là hằng 
số tuỳ ý. Thay ọ(x) vào (ii), ta được 


f2(X,y)= xi +lny)— y? +€. 


§3. ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ HỢP. 
ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ ẨN 


3.1. Đạo hàm của hàm số hợp 
3.1.1. Cho hàm số z = f(u„v), trong đó u = u(x), v = v(x) là những hàm 
số của x. Ta nói rằng z = f(u(x), v(x)) là hàm số hợp của x qua các biến số 


trung gian u, v. Định lý sau đây cho ta quy tắc tính đạo hàm của hàm số hợp 
z = Í(u(x), v(x)). 


Định lý 7.4. Nếu z = ƒu, v) là hàm số khả vì của u, v và nếu w = H(X), 
v= v(x) là những hàm số khả vì của x thị z là hàm số khả vi của x và ta có 


dz _ @ƒ du '# dy 
đx  ðu dy ` Ôy dể In, 


Chứng mình: Cho biến số độc lập x số gia Ax; u, v có số gỉa tương ứng 
là Au, Av ; hàm z có số gia tương ứng là Az. Vì z = f(u, v) là hàm số khả vi 
của u, v nên Az có thể biểu diễn đưới dạng 


ðf ðf 
Az= mâu + aAv† œAu + BAy, 


trong đó œ —> 0, 3 —> 0 khi (Au, Av) —> (0, 0). Chia hai vế cho Ax, ta được 
MU ID HUY, 
AX  Øu Ax  v Ax Ax Ax 
. Âu du „ Av dv 
¬.-.<... nên 
ta được 
dz _ lim Az _ Øf ôu 
dx Ax s0 ÂX "8u 
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gà 


Ví dự 7. Tính # nếu z = u —Uv+ 2v, u=e *,v=sinx. 


Theo công thức (7.23), ta có 
dz 2z du Øz D ¬ 
& = ðư dx 2u =(2u- v)(—c )+ (Cu + 4v)cosx 

=-(2e *— sinx)}e * + (4sinx ~ e *)cosx. 

Chú thích 1. Nếu z = f(x, y) là hàm số khả vi của x, y và nếu y = y(X) là 
hàm số khả vi của x thì z = f(x, y(x)) là hàm số hợp của x, khả vi đối với x 
Và ta có 

dz ˆ ðz dy 


He ~ iây An” (7.24) 


._ đz., Xế cố» Xã : `. Š 
Đạo hàm lđc ở vế trái gọi là đạo hàm toàn phần của z đối với x, còn 


đạo hàm % ở vế phải là đạo hàm riêng của z = f(x, y) đối với x. 


Ví dụ 2. Tính Đ nếu z = In + y2, V= sinˆx. 


Theo công thức (7.24), ta có 


đz _ 2z _ Ôz dy __ 2x sÉ 2y no „2x+ 4sin” xcosx 
đc âx” Ôy dx. x2 vyi x?+y? x?+sinfx ` 

3.1.2. Bay giờ xét hàm số z = f(u, v), trong đó u = u(x, y), v = v(, y) là 
những hàm số của hai biến số độc lập x, y. Khi đó z = Í(u(x, y), v(x, y)) là 
hàm số hợp của x, y thông qua các biến số trung gian u, v. 

Để tính đạo hàm riêng đối với x của hàm số z, ta xem y không đổi, khi 
đó z = f(u(x, y), v(x, y)) là hàm số hợp của một biến số độc lập x thông qua 
hai biến số trung gian u, v. Do định lý 7.4, ta có 

KG... bệ, 
Ôx ôuôx v Øx' 

Cũng lập luận như vậy khi tính v 

Định lý 7.5. Nếu hàm số z = f{u, v) là hàm số khả vi của u, v và các hàm 
SỐ w = H(x, y), v = v(x, y) có các đạo hàm riêng H„, Hy vụ, vy thì tồn tại các 





ta được định lý sau. 


Ta: 
đạo hàm riêng —~, — và ta có 


ôx`ôy 
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Ôz _Øƒ ôu ðƒ & 
x ôm Ôy ủy Ô” : CHIn) 
>_ Hồ ØZÐ w 
ôy ðuôy ôvôy' 
Ồz Ôz X 
Ví dự 3. Tính ——,—— nếu z = e cosv, u = xy, v= —, 
, 2x'ñy y ỹ 
Ta có 
kg nh Do N4 .ÊN L. SAU 
ôu - 'ầy- "&% lay" *. yêy- 3. 


ỔE _ +w §) XYG; (§) xy [] 1. (‡) 

— =€Ÿ cos| — |y -e*sin| —|—=e cos| —|— —sin| — ||; 
Ôx y”” yjy côn DJ 1Í 

Š: “ấy eo(>)k-evsn| >) —|=e xes[#]-E n3) : 
ôy ỳ ỳ y? Ỹ y? ỳ 


Chú thích 2. Quy tắc tính đạo hàm của hàm số hợp cũng được mở rộng 
cho trường hợp hàm số f phụ thuộc nhiều biến số trung gian hơn và các biến 
số trung gian phụ thuộc nhiều biến số độc lập hơn. 


3.2. Đạo hàm của hàm số ẩn 
3.2.1. Giả sử hai biến số x, y được ràng buộc với nhau bởi phương trình 
F(x, y) = 0. (7.26) 
Nếu y = f(x) là một hàm số xác định trong một khoảng nào đó sao cho 
khi thế y = f(x) vào phương trình (7.26), ta được một đồng nhất thức thì ta 
nói rằng y = f(x) là hàm số ẩn xác định bởi phương trình (7.26). Chẳng hạn 
phương trình 


x?+y2-a?=0 (7.27 


xác định hai hàm số ẩn y = va? -x? và y = -va? - x? trong khoảng 
~a Sx<a, vì khi thế chúng vào phương trình (7.27) ta được đồng nhất thức 
x?+ (a2 _ x2 -aˆ= 0, Vx e [-a, a]. 


Chú ý rằng không phải mọi hàm số ẩn đều có thể biểu diễn được dưới 
dạng y = f(x). Chẳng hạn, hàm số ẩn xác định bởi phương trình 
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xy-e °+e”=0 
không thể biểu diễn được dưới đạng y = f(x). 


Người ta chứng minh được rằng nếu hàm số F(x, y) khả vi trừ một số 
điểm, hàm số y = f(x) khả vi. Lấy đạo hàm hai vế phương trình (7.26) theo x, 
công thức (7.24) cho ta 


F¿Œ, y) + FyŒ, y)y' = Ũ. 
Do đó nếu Fÿ(x, y) # Ö, ta có 


tò _ NŒ,Y) 
Fy@œ&y) 


Ví dự 4. Tính y' nếu x'+ v — 3axy =0. 


M (7.28) 


Vì FŒ, y) = xÌ+ y — 3axy khả vi trên toàn R” nên theo công thức 
(7.28), ta có 


c_ ĐÓNY) —- _3x? -_ 3ay _ .” ~ay 
FE(%Y) 3y2-3ax y2 -ax 


Ví dụ 5. Tính y' nếu xy — e" + eŸ = 0. 


nếu y ¬ ax #0, 


Vì F(x, y) = xy ~ e” + eŸ khả vi trên IR2 nên 





ca Lì 
y'=_hŒ?) __yY : nếu X + eŸ #0. 
F,@œ,y) x+e? 


3.2.2. Ta nói rằng hàm số hai biến số z = f(x, y) là hàm số ẩn xác định 

bởi phương trình | 

FŒ, y, z)= 0 (7.29 
nếu 

F(x, y, f(x, y)) = 0 
với mọi (x, y) thuộc miền xác định của f. Cũng như trong trường hợp trước, 
nếu F(x, y, z) khả vi thì trừ tại một số điểm đặc biệt, hàm số f(x, y) khả vì. 
Lấy đạo hàm hai vế phương trình (7.29) đối với x và đối với y, ta được 
lần lượt : 


8F @F ðz 
y2) + „®6y =0; 
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ĐỂ, 1) %2 nụ Ti 
ôy vŸ› õz xỲ, Ôy 


Do đó nếu Saw2 z 0, ta có 


F F,Œ,yY,# 
ốc (1.30) 
Ôx E „(X,V,Z) öy E „(X,y,Z) 
Ví dụ 6. Tính Ê“ TIẾU XYZ = COS(X + ÿ + 7). 


% sở 


Vì F(&x, y, 2) = XyZz — cos(x + y + z) khả vi trên RỶ nên công thức (7.30) 


cho ta : 


Õz _ _ FŒ,Y,2) _ yZ + sim(x ty +2), 


ôx  F@&y,2) Xy+sinz+y+7)) 


ðz fÿŒ,Y›#) _ xz+ sinx+y +2) 





Ôy _ R,@&y,2 Xy + SiIN(X + y +7) 


§4. ĐẠO HÀM THEO HƯỚNG. VECTƠ GRAĐIÊN 


4.1. Đạo hàm theo hướng 

4.1.1. Ta biết rằng các đạo hàm riêng 
f(Xọ, Yọ), ÍŒœ, yo) biểu điển vận tốc 
biến thiên của hàm số z = Í(x, y) tại điểm 
Mọ(xạ, yọ) theo hướng của các trục Ôx, Oy. 
Bây giờ ta muốn tính vận tốc biến thiên của 
hàm số ấy tại Mẹ theo một hướng bất kỳ xác 
định bởi vectơ đơn vị ủ của nó. Gọi œ là 
góc giữa trục Ox và vectơ u. Khi đó vectơ 
ư có các thành phần (cosơ, sinơ). Qua Mẹ 
dựng một đường thẳng có hướng của ứ, 
trên đường thẳng ấy lấy điểm M(x, y) sao 
cho M,M = pử (hình 7.16), p là độ đài đại 


số của MạM. Giới hạn nếu có của tý số 
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Hình 7.16 


- Vậy đạo hàm riêng _ là đạo hàm 


Az „ f{M) - f(Mụ) _ fŒ.y)- fŒo.yo) 
p p p 


khi p —> Ö gọi là đạo hàm của hàm z theo hướng tỉ tại Mạ, được ký hiệu là 
; Đz 
Dạz(Mạ) hay i(M¿). 


Nếu t trùng với vectơ đơn vị ¡ của trục Ox thì 


DạZ(M,) = lim ZŒ6 + P.Yo) — Z(Xo,yo) 
p0 


Øz 
p -= a0 yọ) . 


của z theo hướng của trục Ox, còn 





`U 





Š là đạo hàm của z theo hướng của 
trục Òy. 

Trên hình 7.17, Dgz(Mạ) biểu 
diễn hệ số góc của đường tiếp tuyến T 
của giao tuyến C của mặt z = f(x, y) 
với mặt phẳng đi qua MạPạ và 
vectơ W. Dạz(Mẹ) cũng biểu diễn  * 
vận tốc biến thiên của hàm số z = f(x, y) K22 (L4 
tại Mẹ theo hướng tỉ. 

Định lý 7.6. Nếu hàm số z = f(x, y) khả vi tại Mạf(xọ, yọ) thì tại đó nó có 
đạo hàm theo mọi hướng ñ và 

ĐạZ(Mọẹ) = f(Xụ, Yạ) cosơ + To, yo)sind, Œ31) 
œ là góc mà ñ tạo với trục Ox. 
Chứng minh: Vì hàm số f(x, y) khả vi tại Mụ nên số gia 
. Az = f(M) ~ f(Mẹ) = Í(Xo + pcosơœ, yạ + psinœ) — Ẩ(Xọ, Yo) 
có thể viết đưới dạng 
Az = fy(ŒXọ, Yo)DCOSGŒ + f y(Xo, Yo)pSÌnœ + œpcosœ + BÉ thời 
trong đó œ - 0, B —> 0 khi p — 0. Do đó 
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= = Í;ŒXọ, Yo)COSƠŒ + Íÿ(Xœ, Yo)sinœ + ŒcoSƠ + Bsinơ. 
Vậy 
D„z(Mạ) = ÍŒXọ, Yo)COSƠ + fyŒo, Yo)sino. 


Ví dụ †. Tính đạo hàm của hàm số z = x” — 5xy + 3y theo hướng của 
vectơ ÿ = 6ï + §j tại điểm (2, ~1). 


3) . Theo công 


thi Gò 


Vectơ đơn vị ử ứng với Ý có các thành phần ( s 


thức (7.31) : 
Dặz(x,Y) = z„(X, y)cosœ + Zy(X, Y)sind = (2x — 5$ +(-5x+ 92s, 


Dạz(2,~l) =(2.2+ 5.ĐỆ +CI0+ 9s = ¬ 


4.1.2. Đạo hàm của hàm số ba biến số w = f(x, y, Z) theo hướng xác 
định bởi vectơ đơn vị ử tại điểm Mạ(xo, yọ, zo) được định nghĩa tương tự 
như trên. Giống như chứng minh định lý 7.6 ta có : 


Định lý 7.7. Nếu hàm số w = f(x, y, z) khả vi tại Mg(xạ, 3ọ, zo) thì tại đó 
nó có đạo hàm theo mọi hướng xác định bởi vectơ đơn vị ñ và 
Đạƒ(Xo. Yo.Zạ) = f((Xọ, Yọ, Zg)CoSở + f(Xọ, Yọ, 2o)COSÖ + 
+ fÍQ(X. Yọ, 2g) COSÿ, (7.32) 
trong đó ứ, 8, y là những góc mà ñ tạo với ba trục Ox, Oy, Óz. 
4.2. Vectơ gradiên 


Nếu hàm số hai biến số f(, y) có các đạo hàm riêng f,, f, tại điểm 
MŒQx, y), người ta gọi građiên của f tại M là vectơ có các thành phần 
(f,œ, y), f/œ, y)), ký hiệu gradf(x,y) hay Vf(x,y). Vậy 


sradf(x,y) = (f,(, y), fy(, y)) =f@&, y)Ï +&X.v)Ï. (133) 


Ví dụ 2. Tính grad f(M) nếu f(x, y) = In(x + y2), MQ, sẢ) 





gradf(M) = “. s2j tì 
X+y Xˆ*+y 
ốxy 8> 
grad f(3, 4) = 2si — 2sử 
Nếu hàm số ba biến số f(x, y, Z) có các đạo hàm riêng f x› Í„ Í; tại 
Mặt, y, 7), người ta gọi gradiên của f tại M là vectơ có các thành phần 


(,(x, y, 2), Í/(x, y, 2), Í,(X, y, Z)) 
và ký hiệu là gradf(x, y,z). 

Định lý 7.8. Nếu hàm số ƒ khả vị tại điểm M thù giá trị lớn nhất của đạo 
hàm theo hướng D„ ¡/(M) bằng |srad 'adƒ (M) và đạt được khi ñ cùng hướng 
với vectơ grad. ƒ(M). 

—_ Chứng mình: Ta chứng minh cho hàm số ba biến số Í(x, y, z). Vectơ 
grad f(M) có các thành phần (f x(M), f(M), f,(M)), còn vectơ đơn Vị Ư có 
các các thành phần (cosœ, cosB, cosy). Do đó tích vô hướng của hai vẹctơ 
grad f(M) và ữ được tính theo công thức 


grad f(M).ũ =f,(M)cosơœ + fÿ(M)cosB + f;(M)cosy = D-f(M). 
Theo định nghĩa của tích vô hướng, ta có 
Dgf(M) = gradf(M)d = [srad f(M)|lilcos6, 
0 là góc giữa grad f(M) và t. Do đó gradf(M). t đạt giá trị lớn nhất khi 
cos9 = 1, tức là khi 9 = 0, hay khi hướng của trùng với hướng của 
gradf(M). Khi đó 
srad f(M).i = |gradf(M)| 8 
Ví đụ 3. Nếu f(, y, z) = xÌ+ y +z+ 3xyz, tính gradf và tính đạo hàm 
của f tại M(1, 2, —1) theo hướng của vectơ w = -ï + 2j ~ 2k. 
Giải: Ta có 
pradf = fi+ tj+ f,k =3(x? + yzø)jÏ + 3(yŸ + zx)j + 3(z2 + xy)K, 
gradf(M) = 3(—Ï + 3j + 3K). 
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uy 


Ba cosin chỉ hướng của wlà (-š3 


-3] ; đó là ba thành phần của vectơ 
đơn vị tỉ ứng với w. Do đó 


Dzf(M) = gradf(M).ủ = cð(~3] + SỆ % 5(-3] =1. 


Ví dụ 4. Cho hàm số f(x, y) = x”- xy+ vỶ. 
a) Tính vận tốc biến thiên của f tại A(2, 0) theo hướng từ A đến B(5, 4). 


b) Theo hướng nào thì vận tốc biến thiên ấy lớn nhất. Tính giá trị lớn 
nhất ấy. 


Giải: a) gradf = (f„, f,) = (2x — y, —x + 2y), 
gradf(A) = (4, ~2). 


Vectơ AB có các thành phần (3, 4), vectơ đơn vị ứng với nó là (š3) 
Do đó 
—_....ẽ.... 
Dạgf(A) = gradf(A}. = ki = 2z = Lẻ 
b) Theo định lý 7.8, vận tốc biến thiên của f tại A đạt giá trị lớn nhất khi 
ử cùng hướng với gradf(A) = (4, ~2). Giá trị lớn nhất ấy bằng 


Jg.ảra)| = 442 +(-2} = V20. 


4.3. Trường vectơ 
Người ta gọi irường vectơ xác định trên một miền D c IRỶ là một ánh xạ 
cho ứng với mỗi điểm MG, y, z) e D một vectơ duy nhất F(M) có gốc tại 
M, các thành phần P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z). Nếu í, j, k là các vectơ 
đơn vị trên ba trục toạ độ, ta có . 
F(M) = P(x,y,z)Ï + Q(,y,z)j + RŒœ,y,z)K. Œ®) 
Chẳng hạn, nếu f(x, y, z) là một hàm số xác định, có các đạo hàm riêng 
cấp một trong miền D C IRỶ” thì gradf là một trường vectơ xác định trong D, 
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9 
sọ, 


Trường vectơ F(M) cho bởi công thức (*) gọi là trường thế nếu tồn tại 
một hàm số u{x, y, z) sao cho 


—._g..ốn êu ôu _ 
gradu =Fec âx =P(, ỳ, 2), Là =Q(x,y, 2), » =R@Œ, Ỳ. z), 


tức là sao cho P(x, y, zdx + Q(x, y, 2dy + R@, y, z)đz = du. Hàm số u(%, Y, Z) 
gọi là hàm số thế vị của trường Ẽ. 


Tương tự như vậy, trường vectơ xác định trong một miền D c RỶ là một 


ánh xạ cho ứng với mỗi điểm M(x, y) « D một vectơ duy nhất F(M) có gốc 
tại M, các thành phần P(x, y), Q(x, y). Ta có 
F(M) = P(x,y)i + Q(.y)j. œ9 
Trường vectơ xác định bởi công thức (**) gọi là rường thế nếu tồn tại 
một hàm số u(x, y) gọi là hàm số thế vị của trường F, sao cho 


¬. Q(x,y), 


—= _=_ÊU 
radu = F © — = P(x,V), — 
E y ôy 


% 
tức là sao cho 
Px, y)dx + QŒ, y)dy = du. 

Theo định lý 7.3, biểu thức Pdx + Qdy là một vi phân toàn phần khi và 
chỉ khi 

9P = 2. ®**) 

3% % 
Vậy trường F cho bởi (**) là trường thế khi và chỉ khi điều kiện (***) được 
thoả mãn. Khi đó có thể tìm được hàm số u(x, y) theo P(, y) và Q(%x, y) (xem 
mục 2.2.4). 


Ví dụ 5. Các trường vectơ sau có là trường thế không. Tìm hàm số thế vị 
của trường nếu đó là trường thế. 


0) EI = ŒÊ + y2)i + (x2 ~ y2)j, 
2) E¿ = Qx2 + y2)Ï + (2xy — 3)j. 
Giải: 1) Ta có 
PŒ, y) = x” + y”, QŒ, y) = X” — yỶ, 
ốp a 


—=2yY#2x=—. 


ôy ôx 
Vậy F¡ không là trường thế. 
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2) Ta có 
P(Œ.y) =3” +y”,  Q(x,y)= 2xy — 3, 


®_„.„_& 

Co MNG: đan co. 
Vậy F› là trường thế. Ta tìm hàm số u(x, y) sao cho 
=3x2+ v2 ŸU _ " 
ng +Y', 2xy-3 


Từ phương trình sau SUY ra 
: u= xự —3y+o(x), 
@(x) là một hàm số khả vi bất kỳ. Do đó 


So sánh với biểu thức của s ở trên, ta được 
@{x) =3x?— Ọ(x)=x”+ €, 

C là hằng số tùy ý. Vậy hàm số vị thế của trường E2 là 
uỆX, ÿy) = xy? ~3y+ x'!+C. 


§5. CỰC TRỊ 


5.1. Cực trị của hàm số hai biến số 

Š.I.I. Định nghĩa. Ta nói rằng hàm số z = f(x, y) đạt cực r‡ tại điểm 
Mg(xo. yạ) nếu với mọi điểm M(x, y) khá gần Mọẹ nhưng khác Mụ hiệu 
f{M) - f(Mạ) có dấu không đổi ; nếu f(M) — f(Mạ) > 0 thì f(Mp) là cực riểu ; 
nếu f(M) — f(M,) < 0 thì f(Mẹ) là cực đại. Cực đại và cực tiểu được gọi 
chung là cực rrị, điểm Mọẹ được gọi là điểm Cực trị. 

Ví dụ /. Hàm số z = x2 + y? đạt cực tiểu tại (0, 0) vì x? + y2 >0, 
V(x, y) z (0, 0). 

3.1.2. Điều kiện cần của cực trị 

Định lý 7.9. Nếu hàm SỐ Í(x, y) đạt cực trị tại điểm Mq(xọ, yọ) và tại đó 
các đạo hàm riêng tôn tại thì 

Já(Xo, Yo) = Ö, f(3ụ, yạ) = 0. (7.34) 
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Chứng mình: Vì f(&, y) đạt cực trị tại Mo(Xạ, yọ) nên nếu cố định y = yụ 
thì hàm số một biến số x + f(x, yọ) đạt cực trị tại x = xọ. Vì đạo hàm 
riêng f,(xọ, yọ) tồn tại, nó phải bằng 0 theo định lý Fermat. Cũng như vậy 
1Œ, vọ) =0.wẹ 

Điều kiện (7.34) là điều kiện cần của cực trị, nó không là điều kiện đủ vì 
tại những điểm mà các đạo hàm riêng cấp một bằng 0 chưa chắc hàm số đạt 
cự trị. Tuy nhiên định lý 7.9 cho phép ta chỉ tìm cực trị tại những điểm ở đó 
các đạo hàm riêng cấp một đều bằng không, gọi là điểm đừng. 

5.1.3. Điều kiện đủ của cực trị 

Ta thừa nhận kết quả sau. 

Định lý 7.10. Giả sử rằng Ma(xạ yọ) là một điểm dừng của hàm số 
ffx, y) và hàm số f(x, y) có đạo hàm riêng cấp hai ở lân cận điểm Mẹ. Đặt 

r = fcÁ%ọ, Yọ), 3 = fo(Xg, Yo), f = ÍyÁXọ, 3o). Khi đó : 

1) Nếu $sˆ —rf <0 thì Ñx, y) đạt cực trị tại Mạ. Đó là cực tiểu nếu r > 0, 
là cực đại nếu r < 0 ; 

2) Nếu sˆ —ri > 0 thì Ñx, y) không đạt cực trị tại Mạ ; 

3) Nếu s” — ri = 0 thì chưa kết luận được ƒ(x, y) đạt cực trị hay không 
đạt cực trị tại Mụẹ (trường hợp nghỉ ngờ). 

Ví dụ 2. Tìm cực trị của hàm số z= x” + y” + 4x — 2y + 8. 

"Ta có 

z„= 2X + Á, 2y = 2ÿ — 2. 
Toạ độ của điểm dừng là nghiệm của hệ 
2x+4=0 
2y—-2=0 
Vậy điểm dừng duy nhất là điểm (—2, L). 

Vì z¿„= 2, 2y = Ô, Zyy = 2 nên s” ~ rí = 4 < 0, còn r = 2 > 0, vậy hàm 

số đạt cực tiểu tại điểm (—2, L) Và Zm¡n = 22+12+ 4(-2)_-2.L+8&=3. 


Nếu viết lại z = (x + 2} + (y — 1” + 3, ta thấy z > 3 V(x, y) e RỶ, đẳng 


- thức xảy ra khi và chỉ khí x = ~2, y = l, ta thấy lại kết quả trên. 


Ví dự 3. Tìm cực trị của hầm số z = xÌ+ y — 3xy. 
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Ta có 


2„= 3X” — 3, z, = 3y? — 3x. 
Toạ độ của điểm dừng là nghiệm của hệ 
x°~y=0 
y? —=X=0 
Đó là một hệ phương trình đối xứng. Thế y = x” từ phương trình đầu vào 
phương trình sau, ta được 
0=x”—x=x(x)— Ì)=x(x— (X?+x+ làn 

Phương trình ấy có hai nghiệm x = 0, x = 1. Vậy có hai điểm dừng Mẹ(0, 0), 
MỊ(, 1). Vì z„„ = 6x, z„y = ~3, z„, = 6y nên tại Mụ(O, 0) ta có s2 ~ r = 9 > 0, 
điểm Mạ không là điểm cực trị. Tại Mụ(1, L) ta có s” ~ rt = 9 ~36 = —27 < 0, 
r=6>0, Mi là điểm cực tiểu, z„m¡„ = 1 + 1— 3 = -]. 

Ví đụ 4. Tìm cực trị của hàm số z = xỶ + v. 

Ta có z„ = 3x2, Zy= 3y, vậy chỉ có một 
điểm dừng Mạ(0, 0). Vìz„„. = 6x, Z„y=Ũ, 2= 6y, 
nên tại Mọ ta có s” — n = 0. Vậy chưa kết 
luận ngay được. Chú ý rằng z(Mụ) = z(0, 0) = O, 
Z(%, y) — Z(0, 0) = x` + y'. Hiệu ấy dương nếu 
điểm M(x, y) nằm trong góc phần tư thứ nhất, 
âm nếu M nằm trong góc phần tư thứ ba. Do 
đó đấu của hiệu z(M) — z(M¿) thay đổi ở lân 
cận điểm Mẹ (hình 7.18) nên Mẹ không là 
điểm cực trị. 

Ví đu 5. Tìm khoảng cách ngắn nhất từ điểm (1, ~2, 0) đến mặt phẳng 
3xX—2y+z=I. 

Khoảng cách từ điểm (1, ~2, 0) đến điểm (x, y, Z) bằng 


đ= \Œ - L? + (y + 2)2 + z2. 
Vì điểm cực trị của d trùng với điểm cực trị của d7, ta tìm cực trị của 


đỶ=(~ + (y + 2)2 + z2 ;= f(x, y,). (1.35) 





Hình 7.18 
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Vì điểm (x, y, z) nằm trên mặt phẳng 3x — 2y + z = l nên các biến số x, y,Z.. 
trong (7.35) thoả mãn điều kiện - : 
3x—~2y+z=1. (1.36) 
Thế z = I — 3z + 2y rút ra từ (7.36) vào (7.35) ta được 
đ? =(xS— LẺ + (y+2}ˆ + (1 — 3x + 2y)” : = FŒ, y). 
Bài toán trở thành tìm cực tiểu của hàm số hai biến số F(x, y). Ta có 
F„= 2x — 1) — 6(1 - 3x + 2y) = 4x ¬ 3y — 2), 
Ey = 2(y +2) + 4(1 — 3x +2y) = 2(-6x + 5y + 4). 
Toa độ của điểm đừng là nghiệm của hệ phương trình 
5x—-3y_-2=0 
Bề +5y+4=0. 
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F„y = ~12, Eyy = 1Ô nên s” — rt = 144 ~ 200 = ~56 < 0, r = 20 > 0 nên Mụ là 
điểm cực tiểu. Hơn nữa ta biết rằng trên mặt phẳng 3x — 2y + z = l có một 
điểm mà khoảng cách tới điểm A(I1, -2, 0) bé nhất, đó là chân của đường 
vuông góc hạ từ A xuống mặt phẳng đó. Khoảng cách đó là 


d= *œ — Đ? +(y+ 2) +(— 3x + 2y)? 


-[2J--Ï-& 


Chú thích. Cực trị của hàm số ba biến số (7.35), trong đó các biến số x, 
y, z thoả mãn điều kiện (7.36) gọi là cực trị có điều kiện (hay cực trị tương 
đối). Trong ví dụ 5 ta đã thấy bài toán tìm cực trị có điều kiện của hàm số ba 
biến số f(x, y, z) vào điều kiện z = @(x, y) được đưa về bài toán tìm cực trị 
của hàm số hai biến số f(x, y, @(, y)) := FŒœ,.y). 


Giải hệ trên, ta được một điểm dừng duy nhất là (3 _ j) . Vì F¿„ = 20, 


Cũng vậy, bài toán tìm cực trị tương đối của hàm số hai biến số (x, y) 
với điều kiện y = (x) được đưa về bài toán tìm cực trị của hàm số một biến 
số f(x, @()) := FŒ). 

Ví dụ 6. Trong các hình chữ nhật nội tiếp trong hình tròn bán kính R, 
hình nào có diện tích lớn nhất. 
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Gọi x, y là chiều dài hai cạnh của hình chữ nhật. Diện tích của hình chữ 
nhật là S = xy. Vì hình chữ nhật nội tiếp trong hình tròn bán kính R nên theo 
định lý Pythagore, ta có x” + yˆ = 4R“ (hình 7.19). Vậy ta cần tìm cực đại 
của hàm số 

S=xy (7.37) 
với điều kiện 
x°+y?=4RỶ. (1.38) 
Vì x >0, y > 0O nên từ (7.38) rút ra 


y= V4Rˆ ~ xŸ, y có nghĩa khi x” < 4R? 


© x<2R. Vậy cần tìm cực đại của hàm Sš« 
số một biến số 
§suÄ 262” 1.0€v 256 = 


Ta có Hình 7.19 


đS _ JaR2 x2. _X” —_ „2Rˆ- x2) 
dx lạR2 ~x2 lap? —x2 





_ = 0khi x = R2. Từ bảng biến thiên 
X 9 Rw 2R 
dS 
= #? -70: se„ FÌ 
S 2R? 


ta thấy S đạt cực đại khi x = R2, khi đó y= R2. Vậy hình chữ nhật nội 
tiếp trong hình tròn có điện tích lớn nhất khi nó là hình vuông. 
Chú thích. e Ta có thể tham số hoá điều kiện (7.38) bằng cách đặt 


x=2Rcost, y= 2Rsint, 0 < t “ã vì x>0, y> 0. Khi đó 
S = 4R”sintcost = 2R”sin2t, 


nó đạt giá trị lớn nhất khi sin2t = l => t= : =x=y. Ta đi đến kết quả 
nhanh hơn. 
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2 2 
„ ® Theo bất đẳng thức Cauchy, xy <ÃŠ_*Ÿ 





„ dấu bằng xảy khi x = y. Do 
đó nếu dùng bất đẳng thức ấy ta được ngay kết quả. 

3.2. Giá trị lớn nhất và bé nhất của hàm số hai biến số 
trong một miền đóng giới nội 

Cực trị mà chúng ta định nghĩa ở mục trước chỉ có tính chất địa phương. 
Chúng lớn hơn hay bé hơn những giá trị khác của hàm số ở lân cận điểm cực 
trị. Người ta thường gọi đó là những cực tr‡ địa phương. Bây giờ ta muốn tìm 
giá trị lớn nhất và bé nhất của hàm số trong toàn bộ một miền nào đó. Ta. 
biết rằng nếu hàm số f(x, y) liên tục trong một miền đóng giới nội D thì nó 
đạt giá trị lớn nhất và giá trị bé nhất của nó trong miền ấy. Nếu các giá trị ấy 
đạt được tại những điểm ở bên trong miền D thì những điểm ấy phải là điểm 
cực trị, do đó là điểm dừng của hàm số. Nhưng các giá trị ấy cũng có thể đạt 
được trên biên của miền D. Do đó muốn tìm giá trị lớn nhất và giá trị bé nhất 
của hàm số f(x, y) trong miền đóng giới nội D ta thực hiện các bước : 

1) Tính giá trị của f tại các điểm dừng của f nằm trong miền D ; 

2}Tính giá trị lớn nhất và bé nhất của f trên biên của miền D; 

3) Số lớn (bé) nhất trong các giá trị tính ở 1) và 2) là giá trị lớn (bé) nhất 
phải tìm. 


Ví dụ 7. Tính giá trị lớn nhất và bé 
nhất của hàm số f(x, y) = X# 2xy + 3y? 
trong miền D đóng hình tam giác có các 
đỉnh A(-1, 1), B2, 1), C(_—1, -2). 

Hàm số f(x, y) liên tục trong miền D. 
Để tìm điểm dừng ta giải hệ 

f.=2x+2y =0 
Íý =2x+6y = 0. ` Hình 7.20 





Đó là một hệ phương trình tuyến tính thuần nhất có định thức khác không, 
nên nó chỉ có nghiệm tầm thường, vậy chỉ có một điểm dừng là điểm (0, 0) 
nằm trong D (hình 7.20), f(0, 0) = 0. Trên cạnh AB, y=l,fx,l)= x?+ 2x+3, 
~l Sx <2. Tam thức bậc hai ấy đạt cực tiểu tại x = —], f(—1, 1) = 2, còn 
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Ñ2, L) = 11. Trên cạnh AC, x = ~1, f(—1, y) = 3y? ~ 2y + 1, ~2<y<]1,nó đạt 


cực tiểu tại y = 3 tÍ~ 3) = S f—1, -2) = 17, f(—L, l) = 2. Trên cạnh BC, 


x¬y= l,đo đồ y=x~ 1,fŒ, x— 1= X” +2x( — 1) + 3Œ ~ L” = 6x2 — 8x + 3, 
: n0 2Ï TIN, lỊ 
_ < =— — ,——|=-— -1, —2) = 
l Sx2, nó đạt cực tiểu tại x ” 'E 1) si 1, -2) = 17, 
f(2, L) = 11. So sánh các giá trị đã tính, ta thấy 
Kuy =0, 6= 17, 


§6. VẢI ỨNG DỤNG CỦA PHÉP TÍNH VI PHÂN 
TRONG HÌNH HỌC 


6.1. Hàm vectơ. Đường cong trong không gian 
6.1.1. Định nghĩa và ví đụ 


Ì là một khoảng trong JR, ánh xạ cho ứng với mỗi số thực ¡ e I một xen 
trong JR” duy nhất r() gọi là một hàm vectơ. Ta sẽ xét với n =3, Nếu x(), 
y(, Z() là ba thành phân của vectơ †Œ), ta viết 

fq) = Œ@), y(Ð, z(0) hay T() = x(ĐÏ + y(Đj + z()E. 


Đặt OM = T(Ð), điểm M có toa độ 
(x(Ð, yŒ), z()) (hình 7.21). Giả sử các 
hàm số x(), y(Ð, Z(1) liên tục trên LL. 
Khi t biến thiên trong I, điểm M vạch 
thành một đường cong C liên tục trong 
RỶ. Ta nói rằng x = x(Ð, y = y(Q, z = z4) 


là các phương trình tham số của đường 





cong C. ?(Q)=x(t)i+y()j+2()K là Hình 7.21 
phương trình vectơ của đường cong C. 
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v..cc 


Nếu lim x(Ð) = Xe. lim y(t) = Ÿov lim z(tQ)= Z¿„ người ta định nghĩa 
tot tro tong — 
lim ?) = ÿ, 
tot, 


trong đó É = (Xo, Yạ, Zg). 
Ví dụ Ï. Mô tả đường cong biểu diễn bởi phương trình vectơ 
T@) =(2~t,1+3t,-4+ 5Ð. 
Phương trình tham số của đường cong là 
xX=2-tLy=l+3t,z=-~—4 + ất, 
Từ ba phương trình trên, rút ra 








¬.. c3 1, z+4 
t=2-x,t= 3 ;= 5 
Vậy 
“Ì z+4 
CV: QYyïy, 


Đó là phương trình của đường thẳng đi qua điểm (2, 1, —4) song song với 
vectơ (—l, 3, 5), : 
Ví dụ 2. Mô tả đường cong có phương trình tham số 

X =Co0S, y.= sint, z = t. 


Vì x?+ y? = cos”L + sin"t = 1 nên 
đường cong nằm trên mặt trụ tròn có 
phương trình x? + yˆ = 1, 

Vì z = t nên đường cong xoắn trên 
mặt trụ (hình 7.22), Đường cong gọi là 
đường xoắn ốc. Cũng có thể xem đường 
xoắn ốc là quỹ đạo của hợp hai chuyển 
động : chuyển động quay tròn đều trong 
mặt phẳng Oxy quanh BỐC ftoạ độ và 
chuyển động thẳng đều theo trục Öz. Hình 7.22 





6.1.2. Phương trình của tiếp tuyến, pháp điện của đường cong tại 
một điểm 


Giả sử tọ € I và tọ + h e I, các điểm M(x(Q), y(Q), z(tq))e C và 
M(x(o + h), y(tọ + h), Z(tọ + h)) e C. Vectơ 
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Af(t¿) =T¿ + h)~ fq„) = OM - OMo = MỤM 

có các thành phần (x(tg + h) — x(tạ), yŒo + h) — y((o), ZŒạ + h) — Zq)). 
Do đó 

Ar(ts) = x(¿ + h)— xí) y(¿ +h)— y(¿} z(¿ + h)- ZŒ¿) 

h h ì h k h l 

Nếu các hàm số thành phần x(t), y(Ð), z() 
khả vi tại tọ thì tồn tại 
tửa AT(Q) = lim r, +h)— TứQ) 

ho h—ơ 

Giới hạn đó gọi là đạo hàm của hàm 


xợt 


vecfơ T(t) tại tạ, ký hiệu là T'(t¿). Vậy 
T'¿) = đo), y do), Zdo). (7.39) x 
Mặt khác, vị trí giới hạn của đường cát tuyến MạM khi M dần tới Mọ 


trên đường cong C nếu tổn tại là tiếp tuyến của C tại Mẹ. Vậy nếu vectơ 
Ÿ'{¿) # 0, phương của vectơ 7'(t„) trùng với phương của tiếp tuyến của 





Hình 723 


. đường cong C tại Mạ. Điểm P(X, Y, Z) e JRÌ nằm trên đường tiếp tuyến của 
C tại Mụ khi và chỉ khí vectơ MP cùng phương với vectơ 7 '(t„), nghĩa là 


X-x(() z Y -y(,) _ Z-Z(t¿) 


xg). yd) — z) ˆ 
Đó là phương trình tiếp tuyến của đường cong € tại Mẹ. 


(7.40) 


Mặt phẳng đi qua Mẹ vuông góc với tiếp tuyến của đường cong C tại Mẹ 
gọi là pháp điện.của đường cong C tại Mạ. Điểm PỢ, Y, Z) e RỶ nằm trên 
pháp diện của đường cong C tại Mọ khi và chỉ khi 

MẹP L 7tt„) hay MạP.f'q„) = 0, 
nghĩa là 
[X - x(e)]x'e) + [Y - yŒo)] yŒe) + [Z— Z(to)] ZŒo)=0. 41) 
Đó là phương trình của pháp diện của đường cong C tại Mụ. 
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bo 


Ví dụ 3. L) Viết phương trình đường tiếp tuyến và pháp diện của đường 
xoắn ốc : 
X =acost, y = asin(, z = bt 
tại điểm ứng với t = 3 
2) Chứng minh rằng đường tiếp tuyến với đường xoắn ốc đó luôn tạo với 
trục Oz một góc không đổi. 


Giải: 
1) Ta có : 
T T TÌ T7 
'(5)-» ⁄l3)~+ (8)-2» 
X{© = -asint, y() = acost, Z(1) = b, 
JRỊ. _ x... J1Ị_ 
*}“ 8, +] 0, z(3] b. 
Vậy phương trình của tiếp tuyến với đường xoán ốc tại điểm ứng với 


=sh 








hay 
Y=a,bX= (§o ° z} 
Phương trình pháp diện của đường xoắn ốc tại điểm ứng với t = 5 là 
-aX + b(2 -?) =0. 
2) Vì x'() = -asint, y(Ð) = acost, z9) = b nên các cosin chỉ phương của ` 
đường tiếp tuyến của đường xoắn ốc là 
_ 8S Ac0SL - 


vn Erwvi va? Rau. 21.02 = 


Cosin chỉ phương thứ ba không phụ thuộc t, nên đường tiếp tuyến với đường 
xoắn ốc làm với trục Oz một góc không đổi. 


6.1.3. Vì phân cung 


Tương tự như trong đường cong phẳng, vi phân cung của đường cong 
trong không gian có phương trình tham số 


47 


x= x0), y = y(Ð, z= Z) 


đs = sjx2(0 + y2) + z?(Ð dt. (142) 


được cho bởi 


6.2. Mặt cong 
Cho mặt cong S có phương trình 
f(x, y, z) =0. 
Điểm Mụẹ trên mặt S gọi là điểm chính quy nếu tại đó các đạo hàm riêng Í,, 
f,„ f, đêu tồn tại và không đồng thời triệt tiêu. Một điểm không chính quy 
gọi là điểm kỳ dị. 

Mẹ là điểm chính quy trên mặt S. Đường thắng MạT gọi là đường tiếp 
tuyển của mặt S tại Mẹ nếu nó là tiếp tuyến tại Mẹ của một đường cong nào 
đó nằm trên mặt S đi qua Mọ. Nói chung có vô số đường cong trên mặt § đi 
qua Mạ, do đó có vô số đường tiếp tuyến của mặt S đi qua Mụ. 

Định lý 7.11. Mọi đường tiếp 
tuyến với mặt cong tại một điểm 
chính quy Mẹ của nó đêu nằm trên 
cùng một mặt phẳng. 

Chứng mính: Gọi L là một 
đường cong nào đó trên mặt Š đi 
qua Mẹ, các phương trình tham số 
của nó là Hình 7.24 

x =x€), y = y(Ð, z = Z0. 
Điểm Mạ thuộc L„ các toạ độ của nó là (xo, Yọ, Zọ), trong đó 
Xọ = X(to), Yọ = YÍfo), Zo = Z(Q)- 
với một giá trị xác định tạ nào đó. Phương trình vectơ của đường L là 
T() = œ(0, y(Ð, Z9). 


Vectơ T'(¿) = œ%(), y), Z(o)) cùng phương với tiếp tuyến của L tại Mọ. 
Mặt khác, vì đường L nằm trên mặt S nên các hàm số x(Ð, y(Ð, z(Ð) phải thoả 
mãn phương trình của mặt S, tức là : 
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f(x(), y(Ð, z(9) = 0. 
Lấy đạo hàm hai vế đối với t, ta được : 
t.œÓ, y(), z)x'(0 + E/œ@), y@), Z))y (9 + f,(x(0, y(), z())#() =0. 
Với † = tọ, ta có 


f,(Mọ)x'(tạ) + f⁄(Mạ)y qạ) + f(Mạ)z(tạ) = 0. (7.43) 
'Vectơ (f.(Mụ), f(M,), f,(Mạ)) chính là vectơ giad f(M,).z G (xem mục 4.2) 
vì Mẹ là điểm chính quy của mặt S. Vectơ đó không phụ thuộc đường cong 
L, còn (xo). y de), Zẹ)) là vectơ T¿). Do đó phương trình (7.43) có thể 
viết là 
grad f(M,).T'(tg) = 0. 

Vậy mọi đường tiếp tuyến của mặt 3 tại Mẹ đều vuông góc với vectơ 
grad f(M, ). Chúng cùng nằm trên mặt phẳng đi qua Mẹ vuông góc với 
Vectơ grad f(M,). 

Mặt phẳng chứa mọi đường tiếp tuyến cửa mặt S tại Mọ gọi là tiếp điện 
của mặt S tại Mọ. Đường thẳng đi qua Mọ cùng phương với grad f(M,) gọi 
là pháp tuyến của mặt S tại Mẹ. ˆ 


Điểm MỢX, Y, Z) e TỶ nằm trên tiếp diện của mặt S tại Mụ khi và chỉ khi 
M,M. grad f(M, ) = 0 
hay 
f.(MoX(X ~ xạ) + f/(MoCY — yọ) + f(Ma)(Z.— z2) =0. — (749 
Đó là phương trình của tiếp diện của mặt S tại Mẹ. 
Điểm MŒX, Y, 2) e IRỀ nằm trên pháp tuyến của mặt S tại Mẹ khi và chỉ 


khi vectơ MạM cùng phương với vectơ r4M,) hay 








“=——= Œ.45) 


Ví đụ 4. Viết phương trình của tiếp diện và pháp tuyến của mặt nón 
x”+y°~ z2 =0 tại điểm (3, 4, 5. 
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'Ta có 

f(x, y, 2) = X” + y? ~ z2 =0, 

do đó 
{,=2x, f, = 2y, Í; =~2z 

Phương trình của tiếp điện của mặt nón tại điểm (3, 4, 5) là 
6ŒX - 3) + §(Y - 4) — 10(2— 5) =0 

hay 
3X+4Y — 5Z =0. 

Phương trình của pháp tuyến của mặt nón tại điểm (3, 4, 5) là 
X-3_Y-4 Z-5 


6 8 —10 ˆ 
Chú thích. Nếu phương trình của mặt S có dạng z = F(x, y), ta đặt 
Í(x, y, z) := FŒ, Y) — Z. 
Khi đó 
fy(x, y, Z2) = Fạ(, Y), f, y, Z2) = Fy@, y), Í,Œ, y, 2) = —1. 
Vậy ba hệ số chỉ phương của pháp tuyến của mặt S tại điểm (xọ, yọ) là 
F;(Xọ, Yo), Fy(Xọ, Yo) ¬ 


CÂU HỎI ÔN TẬP 


1. Phát biểu định nghĩa hàm số ba biến số, miền xác hư hơn sâm số ba 


biến số. Tìm miền xác định của hàm số Í(x, y, z) = x?+ " +z2. 


2. Cách biểu diễn hình học. của hàm số hai biến số. Mặt cầu x°+y“+ zZ=R 


có phải là đồ thị của một hàm số hai biến số nào không ? 
3. Định nghĩa giới hạn của hàm số f(x, y) khi (x, y) —> (a, b). 


4. Định nghĩa hàm số Í(x, y) liên tục tại điểm (a, b). Khi nào thì hàm số 


f(x, y) không liên tục tại điểm (a, b). 


5. Định nghĩa đạo hàm riêng của hàm số f(x, y) tại điểm (a, b).. Ý kửN 


hình học của nó. 


6. Định nghĩa hàm số f(x, y) khả vi tại điểm (a, b). Nếu f(x, y) khả vi tại 
điểm (a, b) thì các đạo hàm riêng f,(a, b), fy(a, b) có tồn tại không ? 
Vì sao ? 

7. Nếu tồn tại các đạo hàm riêng f,(a, b), fy(a, b) thì hàm số f(x, y) có khả 
vi tại (a, b) không ? Với điều kiện nào hàm số f(x, y) khả ví tại (a, b). 

8. Vì sao có thể ứng dụng vi phân toàn phần để tính gần đúng biểu thức 
Í(Xọ + AX, Yọ + Ay) khi biết f(Xạ, yọ). 

9... Định nghĩa đạo hàm riêtig cấp hai, cấp ba của hàm số f(x, y). Khi nào thì 
ta có f;y(a, b) = fv„(a, b) 

10. Có bao nhiêu đạo hàm riêng cấp ba của hàm số f(x, y). Nếu chúng đều 
liên tục thì có bao nhiêu đạo hàm riêng cấp ba khác nhau của Í(x, y). 

11. Với điều kiện nào thì P(x, y)dx + Q(x, y)dy là một vi phân toàn phần. 

12. Định nghĩa hàm số hợp. Quy tắc tính đạo hàm của hàm số hợp. 


13. Định nghĩa hàm số ẩn. Quy tắc tính đạo hàm của hàm số ẩn. Phương 
trình f(x, y, z) = 0 xác định bao nhiêu hàm số ẩn. 


14. Định nghĩa đạo hàm theo hướng của hàm số f(x, y, z), định nghĩa 
građiên của hàm số f(x, y, z), quan hệ giữa chúng. 


15. Vì sao hàm f(x, y) tại điểm (a, b) tăng nhanh nhất theo hướng của vectơ 
grad ((a, b). 

16. Định nghĩa cực trị của hàm số f(x, y), cho ví dụ. Hàm số f(x, y) = xˆ — y? 
có đạt cực trị tại điểm (0, 0) không ? 

17. Quy tắc tìm cực trị của hàm số f(x, y). 


18. Định nghĩa cực trị có điều kiện của hàm số f(x, y). Quy tắc tìm cực trị có 
điều kiện của hàm số f(x, y). 


19. Cách tìm giá trị lớn nhất và bé nhất của hàm số f(x, y) liên tục trong một 
miền đóng giới nội D. 


20. Phương trình của tiếp tuyến và pháp diện của đường cong tại một điểm. 
21. Phương trình của tiếp điện và pháp tuyến của mặt cong tại một điểm. 
22. Các mệnh đề sau đây đúng hay sai ? 

1) Hàm số f(x, y) = sinx + tgy xác định trên toàn RỀ. 
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3. 
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2) Nếu khi (x, y) — (0, 0) đọc theo cả hai trục Ox, nã mà hàm số f(x, y) 


dần tới cùng một giới hạn L thì THẾ ` y)= 
y)¬>( 


3) Hàm số tạ, y) = SG” + Y”) len tc tại điểm (0,0) 
x?°+y 


4)f/(a,b)= lim TŒGb) -f(a,b) 


xa Xa 
3) Nếu tồn tại các đạo hàm riêng f,(a, b), f (a, b) thì hàm số f(x, y) khả 
vi tại (a, b). 
6) Có hàm số f(x, y) nào thoả mãn các đẳng thức sau không ? 
Íx(X, y)= E Xe 3y, fÿ(X, y) = 3x?+ 3y. 
7) Nếu f(x, y, z) = e—*” thì grad f(x,y,z) = ~2xe"*”. 
8) Nếu f(x, y) đạt cực trị tại (xọ, y) thì grad f(x„, y„) = Ö. 


9) Hàm số f(x, y)-tại điểm (a, b) giảm nhanh nhất theo hướng của 
~grad f(a, b). 


BÀI TẬP 
2xy 5 2 
Cho Í(x, y) = ~z——;- Tính Ấ(2, 1), f(—1, 3), f(x, 2x“), f(x + h, y + k). 
xế+2y : 


Cho gŒ, y, z) = x”Inysinz. Tính t(- ¬1,e2 3) ø( t, Ù, gŒX + ÿ, X, X — y). 


Tìm miền xác định của các hàm số sau : 


= 1 . " Tóc H 
a)Í(x, y) = xiy#i : b) fŒ%, y)= \X“ T—y; 
©) f(x, y) = x”In(4 ~ x2 ~ 4y?) ; đ)fŒ, y)= Vx+1— jy T1; 
Ị về. x2 
©) f(%, y)= V In(X + y); Dfạ.vs VỀ, 


8) Í(%x, y)= ACEOSE ; 

h) f(, y)= vjx? + y2 —1 + In(4 - xÊ - y2) ; 
Ù f(x, y,2) = VJ1— x? — y2 —z2 › 

n cInl S4 T.2- 

jf.y.Đ= t3 +3 + l} 


4. Mô tả các mặt bậc hai sau : 
a)xX°+y2+z2-2x-2y+1=0; b)z=4x2+ty2+l; 











c)4x?+y?)~z2~4=0 ; đ)y-x?~1=0; 
e)y ` —x —1=0;- Đy?-x?~z2 =0. 
Š. Tìm giới hạn khi (x, y) —> (0, 0) của các hàm số sau : 

5xy? — 3x2y + 1 2x? ~3y? 
a) Ấx,y)= ——>———— ; b) Íx, y)= ————~ ¡ 
k2 2xy-1 \ 3x? + 2y? 

2+x?+y? , (x+y} 
c) Í(x, y)= ——————sỉn y ; d)f(x,y)= h 
)Íf(,y 2y y M xi rựi 

rI 

e)fœ&,y)= -=—=——. 

Ylx?°+y?+1—1 

6. Tính các đạo hàm riêng cấp một của các hàm số sau : 
2) fŒ, y) = x'Y G  +y) b) fœ, y)= -=— ¡ 
\x? + 
c) f(%, y) = yIn(x” - y2; 4) f(x, y)= -yÝx + 4xÄY? ; 
: 3 
©) f@, y)= e2 TM, ĐÍŒ,y)= “+; 
y X 
= Ÿ. .. = + lv2 2y, 
8) Í(x, y) = arctg SN h) f(x, y) = In(x +°“x“ + y“) ; 
l+x 

: -eXY, : : _ xv? : 
1) Í(x, y) =€ “tg(X— 2y) ; ĐfíŒ«(.y)=x” (x>0O); 

= =XY? nở. =1Sï y 
k) f(x, y, z2) = © si _ : Ù) f(Œ, y, Z) zsin 


10. 


11. 


12. 


“ọy 


Tính vi phân toàn phần của các hàm số : 





9fŒ6y)=x +yÌ~38V¡  - bìfmy)=-TT.; 

X“+ Y 
©) fŒ, y) = ye*Ÿ; d) f(x, y) = In@&2 + 3y2 + 1); 
©) f(%, y) = ©*'*sin(x — y) ; ĐÍ(, y,z) = xy? + z2; 


8) Í(x, y,Z) = InjWx”+y2+z?; - h) Í(X, y, Z) = Xe” + ye” + ze, 


Tính gần đúng các số sau ; 


a) V9.(1,95)2 + (8, ; b) In[(0,09)” + (0,99)?]; 
©) ý,04)*”® + In(1,02); d) QJ5e90 + (2,03) ; 


q, _ 0392 —- E7 E 5 
Ð \@,02 + (1,99) + (5,98). 
MT ‡0:9s.,0ˆ 03 


Tính các đạo hàm riêng cấp hai của các hàm số sau : 


8) Í%, y)= xỶy? + 2xWy : b) f(X, y) = cos?(2x — 3w); 


3 
©)f(%, y)= (%2 + y2)? ; đ) fŒX, y) = sÍf(X — ÿ) + oS(x + y). 
Tính các đạo hàm riêng cấp cao của các hàm số sau ; 

a) Í(x, y) = xi? = 5x, tính f „; b)f(X, y)= e**“, tính đưyy H 

C) Í(%, y) = cos(ax + eŸ), tính fyy:  d)f(Œ, y,z) =©”?” tính £ 


yay1 
©) fx, y, 2) = e ”sinz, tính f;..; - Ðf(, y,2)= InŒẺ + 2y2 + 3z2), tính lên 
Trong các hàm số sau, hàm số nào thoả mãn phương trình u„. +uy,=02 
a) u(x, y)= x? +Y?; b) u(x, y) = x? ~#?; 
C€) u(x, y) = x'+ 3xy? : đ)u(x, y) = }s 3xy? : 
©) u(x, y)= Inx? + yŸ; Ð u(%x, y) =€ “cosy — e Ÿcosx. 
Chứng minh rằng các hàm số sau thoả mãn phương trình u„ = a0, 
4) u(, £) = sin(kx)sin(akt) ; b) u(X, Ð) = ( ~ aDŸ + (x + aÐ'; 


€) uÉ, Ð) = sin(% — at) + ln(x + at). 


13. a) Tìm hàm số u(x, y) thoả mãn phương trình ụ„ = 0 ; 
b) Tìm hàm số u(x, y) thoả mãn phương trình u„y = Ú, 


14. Nếu biểu thức nào trong các biểu thức œ dưới đây là vì phân toàn phần, 
hãy tìm hàm số f(x, y) để cho df = øœ : 


a) œ = (3x” + y)dx + (x — 4y2dy ; 

b) œ= (5xy + 3)dx + (2y? ~ x? + My ; 

c) œ = (3x?y?— 4xy +3)dx + (2xŸy — 2x”)dy ; 

đ) œ = (6x + sinyXÌX + (Xcosy + y? + siny)dy ; 

€) @ = (Xcosy — ysiny)dy + (xsiny + ycosy)dx ; 
Ð @=(y + ecosy + x2dx + (x— e*siny + e”)dy ; 


g8)@= x”Inydx -(x+ y”Inx}xly (x>0,y>0) 


_(1, 2y X. I1] 
h)œ= (ÿ+3)»-[2+š)x 
` d 
15. Dùng quy tắc lấy đạo hàm của hàm số hợp, tính + : 
Aa)Zz= uỶ + vỶ, trong đó u = x?, v=1—e*; 
b)z= uVI + vỶ, trong đồ u = xe “, v= cosx ; 


€)Z = In(u + v2), trong đó u = vMI+x, v= L+^⁄x, 


16. Dùng quy tắc lấy đạo hàm của hàm số hợp, tính CÀ ƯỂ, 


ôx'ôy ` 
3)z= u2siny, trong đó u = x?+ v: v=2xy; 
b) z = sinucosy, trong đó u = (x — v), v=x- y h 
€)z=u” - 3u2vỶ, trong đó u = xe, v= xe Ÿ; 
d) z = arctg(uv), trong đó u = xŸ, v _ XxeŸ; 
e)z=e*””* trong đó u = x'y, y= xý?. 
17. a) Chứng minh rằng hàm số u = 4jx? + y2 + z? thoả mãn phương trình 
0yy„+u 


yy † tzz = Tà 
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b) Chứng minh rằng hàm số z = yln(x? — y9 thoả mãn phương trình 


1 1 
—zy, +—z 


Bo 
X yY y2) 


c) Chứng mính rằng hàm số u = XÍ(x + y) + yg(x + y), trong đó f, g là 
hai hàm số khả vi, thoả mãn phương trình 


Uyy — 20yy + tyy = Ô, 
18. Tính đạo hàm của các hàm số ẩn : 
a) v + 3x?y? + 5x" =9, tính N'; 
b)y`+(x2+ 1y +x=0, tính y' ; 


c) Indx? +yÊ= acIg , tính y, y"; 


d) xcosy + ycosx = I, tính y' ; 
©) 1 + xe” — yeŠ = 0, tính y'; 
hà) xy?— sin(x + y) + y =0, tính y' ; b 
8) XY + YZ — zx = 0, tính Z„, Zv ; 
h) x” + yˆ— zˆ = 2x(y + Z), tính Zy; Zy ; 
Ì) yxf + x?y` = e9", tính z„, Zyị 
j) xế” + yz + ze” = 0, tính Z„, Zy ; 
* k) In(I + y~— Z)— z~ x=0, tính Z„, Zy. 
19. Tính građiên của các hàm số f tại điểm P và đạo hàm của hàm số f theo 
hướng tỉ : 


a) f(x, y) = x”y” + 4xy, P(1, =1), dị, _ $) ; 


- TÌ 1 2 
b) f(x, y) = e siny, P(‹3) '(-J-Ằ 
(x,y y DĂNG 
1 


c) f(, y) = xy?z, P(1, —2, 1), d[S.- = 


S6 


s 


“sứ, 


S3 


d) f(x, y, z2) = x'y + xV1+z, P(1, 2, 3), sÍ3-3. = HÌ 


20. Tính giá trị lớn nhất của vận tốc biến thiên của hàm số f tại điểm M, giá 
trị lớn nhất ấy đạt được theo hướng nào ? 


a) f(x, y) = In(x” + y2), MG, 4); 
b)fŒ%, y)= \jx) +2y, MÓ, 4); 


C) Ẩ(X, y, z) = z + ` M(4, 2, I); 
T7 T1 
đ) Í(%, y, z) = cos(2x — 3y + 3z), M|. 3” g) : 


21. Chứng minh rằng nếu u(x, y), v(, y) là các hàm số khả vi; a, b là hằng 
Số thì : 


4) grad (au +bv)= agrad u + bgrad v : 


b) grad(uv) = ugrad v + vgrad u : 


tì HN _ Ygrad u ng (vz0); 
bộ V 


đ) grad (u") = nu*"Ìzradu, ne ÑÌ. 
22. Tìm cực trị của các hàm số : 
8) Í(X, y) = 2X” + y” + 2xy + 2x + 2y; 
b) Ấ(x, y) = xsiny ; 
S25 -x—xsl®#+#|- 
c)f(x,y)= 2xy +(47 X »[ + 1] : 


d) f(x, y)=x + y'— 4xy +1; 

©) Í(x, y)=3x'y + y`— 3x2 ~ 3y? +2 ; 
Ð f(%, y) = (x~ yŸ + +y)) 

8) fx, y) = xy(I —X—y); 
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h) fœ, y) = x[dnx) + y”]; 
1) f(%, Y) = sinx + siny + cos(X + y), Ö < x, y < 4 ; 


DfŒ&, y)= Œ— y)eŸ, 


243. Tìm cực trị có điều kiện của các hàm số : 


a) f(Œ, y) = xy với điều kiện 2x + 3y — 5 =0 ; 
b) f(%, y) = x” + y với điều kiện x” + yŸ = L; 


24. a) Điểm nào trên mặt z” = xy + 1 gần gốc toạ độ nhất ? 


b) Điểm nào trên đường tròn x?+ y =4 gần điểm (3, —1) nhất ? 
c) Điểm nào trên mặt phẳng x + 2y + 3z = 4 gần gốc toạ độ nhất ? 


đ) Trong các hình hộp chữ nhật mà ba mặt nằm trên ba mặt phẳng toạ 
độ, một đỉnh nằm trên mặt phẳng x + 2y + 3z = 6, hình nào có thể 
tích lớn nhất. 


25. Tính giá trị lớn nhất. và bé nhất của hàm số f trên miền D : 


a) ÍŒx, y) = 1 — x) — yˆ, D là miễn tròn đóng (x— L + (y- ĐỂ < 1; 


b) f(x, y) = x” + 3y” + x — y, D là miền đóng giới hạn bởi các đường 
thẳng x= l,y=lvàx+y=l; 

c) Í(x, y) = l + xy — X— y, D là miền đóng giới hạn bởi các đường 
v= x° và y=4; 

đ) f(, y) = x” + y2 + xˆy + 4, D là miền đóng giới hạn bởi các đường 
thẳng x = l,xX=~—l, y= Ì và y=-—l; 

e) ÍŒ, y) = sinx + siny + sin(x + y), D là miền đóng giới hạn bởi các 

_ 


TU 
32! y=0,y=> 


đường thẳng x = 0, x = 2 


26. Viết phương trình tiếp tuyến và pháp diện của đường cong tại điểm P : 
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b)x =2t, y= 2A2 cost, z= 2A/2sint, P(.2 2) : 


€) X = tSỈnt + cost, ÿ = tCOSt — sint, z = 2t, '(. =l, sÌ: 


đ)x = cost, y = 3e ,z=3e 1 ,P{, 3, 3). 
27. Viết Pin trình pháp tuyến và tiếp diện của mặt tại điểm P: 
a)z= *ˆ? Sy ác § ~X+2y, P(I, I, 1); 
b) 4x? +y? +? =24,P(2, 2, 2); 
e)x? +y -z? =¬1, PQ, 2, 3) ; 
đ)z=In(Ẻ + y), P(1, 0, 0). 





Đóp số 
2 
lL. f2,I)=£€ HCl, 3) — ; : f(x, 2x2) = 
3” n. 
fŒx + h, y + k) = 2xy + 2(Kx + hy) + 2hk 


X” + 2y? + 2hx + 4ky + hỄ +2kP_ 
2. s(Le,2) =X2 ; 8Œ, t, t) = tÍnt Sint ; 


BÁX + y, X,X—y)=(x + y) lnx Sin(x ~ y). 
3. 8) [%,y)Ïx+y+1z0]; 
b) {Œ, y) Íy <x?| ; 
©) (Œ%,y)Ix”+4y?<4); 
đ) Íx,y)lx>-1}¬ [x,y)ly>1}; 
©) {Œ, y) Ïx >0} {Œœ,y)Íx+y>0]; 
Ð (G,y)x”+y”<9] ¬ (G, y)Ix+y #01; 
(00900820600) 
h) {@œ, y1 <x tự Đ+C 
1) {Q@, xe my + S1]; 


}@, y, 2)l T *+ Ỹ + 31. 


4. a) Mặt cầu tâm tại (1, 1, 0), bán kính 1, 


b) Mặt parabôlôit eliptic, đỉnh tại (0, 0, 1), nhận Oz làm trục. 
2 


LÊ 


c) Mặt hypebôlôit một tầng tròn xoay, do đường hypebôn y? ¬3 


x =0 quay quanh trục Oz sinh ra. 


đ) Mặt trụ có đường sinh song song với Oz, cất mặt phẳng z = 0 theo 
đường parabôn y = x?+1. 


e) Mặt trụ có đường sinh song song với Oz, cất mặt phẳng z = 0 theo 
đường hypebôn y —X?=1. 


Ð Mặt nón có đỉnh ở gốc toạ độ nhận Oy làm trục đối xứng. 


Š. a)l; b) Không tồn tại giới hạn ; 
c}l; đ) không tồn tại giới hạn;  e)2. 
6. a)f,=5x2y?+2xy?, fy=2xy + 5x y 
2 
y xy 
bì f“-— sp: 
*— (x2 + v32 YT — wÊ + v22 
2xy - v2 „2 Y2, PB. 
kà f;= Inœ% K8 
y 
d)f,=-— =+4Äy?, f= —t—: 
Nrhh 38y ` 
2 
e)fv= (4x - y)e2X ty fQ=(-K+ 2y)e2” _wty 
3x? M k QỂNG ; 
lê SứP HE . oyP CÁ 
g) f, = Cát "... ; 
* d+x?2+y? ï q+x#+y? 
1 y 
h) f , f “———--ẽ= 
x?+y? Ï x2+y?+xyx?+y? 
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Ù Íy = ye tg(X — 2y) + eƒ# 


1 


cos? (x_— 2y). 


” 


f; = xe Ÿtg(x — 2y) — 2e*Y : 





CoS“(X — Y) 
2 2 
ÿf =y 2 ~L, f =x” .2ylnx ; 
= eXYZvzein Ÿ _ _Ÿ, xyz ĐÃ 
k}ífc=e ÿzsine xã ý” co, 











: 1 ; 
f, =€®#xzsin + —eVZ cos^, f; =€®“xysin 
7 X % X X 
Z z 
Df =~ 3 zCOS 3 : ty = cos—*. 
(x+z) X+zZ X+ÿY_ X+zZ 
† =sin ni cos— 











X†Z (x+izj X+z. 
7. a)df=3(x?~ y)dx + 3y? — x)dy ; 
2 _— vay — 
b) dƒ = (y“ - x“)dx 2xydy . 


(x2 +y?2 : 
©) df = e[yŸdx + (1 + xy)ÿ|; 
đ) d£= 24đx + 6ydy , 


x°+3y2+1 ` 





©) df = e”°{[sin(x ~ y) + cos(x — Y)]dx + [sin( — y) ~ cos(x ~ y)]đy] ; 


2 
Ð) df= *y? +? dx+-=S——dy + = 


——=——¿ ; 
dy?+z2 2y? +zẺ 


xdx + ydy + zdz 
8đf= TT —.” 
Xxˆ+y“+z 
h) df = (©Ÿ ~ ze"“}x + (xeŸ + €”xiy + (ye?— e ")dz. 
8. a)9,99; b) -0,03 ; €) 1,05; 
_— đ3037; e)1027; f) 6,989. 


1 


9.4) f..= 6xy?, Íyy = 6xŸy +—— =2) - 





,„ Ấ : 
dy 2jy3 


6† 


b) Í„ = —-8cos(4x — 6y), f¿y = 12cos(4x — 6y), fýy= ~5 cos(4x -6y); 


g#®cc 342x2+y?) „ _ 3xy Ẻ __ 3? +2y?). 
cm ———-—'", _~ —=—=—==; Y _ ——=—m, 
- x2 +y? x l2 +y? l x?+y? 


d) Í„ =-—sin(x — y) — cos(X + y), Íy = SIN(X — y) — CoS(X + ÿ), 


y =—sin(X — y) — cos(X + y) 


2 
19. a) 6y” — 120xy ; b) 4y” + 2xy)eXY' ; 


c) -acos(ax + ©”) e>Ÿ + eŸasin(ax +e”);  đ)c'(2x2z+ x3yz2; 
96xyz2 
(x+ 2y? + 3z 
11. Các hàm số b), đ), e), f) thoả mãn phương trình đã cho. 
13. a) u(x, y) = f(y), f là hàm số bất kỳ. 
b) u(X, y) = f() + g(y), f và y là hai hàm số khả vi bất kỳ. 


©) £9(1 + xy)cosz ; 


14.8) x2 + xy = Sy) +C; c) x9y? —2xÖy + 3x +c; 
y = 
d) 3X” + xsiny + © — cosy +C; Ð xy + cosy + TT +e” +C; 
x_ y 
h) Š—-Š+C. 
yx? 


15. a) 6X” — 3e (1 — 2e* + e2"); 


zA 
b) (1—x)e V1 + cos2x —ÃÊ__SI"XCOSX. 
\I+cos2 X 


D===1_...| -1..;43m| 
M+x+(+wx)2\2l+x 4x } 7 


l6. a) z„ = œ? + y?)[4xsin(xy) + 2y(7 + y?)cos(xy)], 
2y = (X” + y?4ysin(xy) + 2x(%2 + y2}cos(xy)] ; 
b) Z„ = coS(x — y)7cos(x2 - y?.2& — ÿy) - sin(x — y)°sinx? _ y?).2x, 


Zy = ~COS(X ~ y) cos(x? _ v2.2 — ÿy) + sin(x — y)2sin(x? — y?.2y h 
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+ 
đục 











€)Z„= 2xe? — 15x}, 2y= 2x1e?Y + 3xẲe Y, 
đ*s: € X?eY(2 + x) = x1eY 
“h I+xếeY ° 1+x6c? ° 
e) z„= cà UV ọ. 3y), y = c3 Vy z Sỹ. 
2 3 3 
18. a) ._ + me b) — =¡ + s : 
3y +Ôxếy 3yˆ +x” +1 
cy= TU vn AE 22) , đ COS y — ysin x : 
X¬Yy (x— y) XSiny ~ cosx 
e) cŸ —yet - COs(X+y)—y? „ 
e* — xe ` 2xy — cos(x + y) + Ï ° 
"à. _ X†+Z __*-(+øZ) _- YX 
8Z~=Y y'?"x-y' XS z—xX ` z¬x 
xả yze*” _ 4x°y ~ 2xy? _ Xze*Y? _ x! _ 3x2y2 
Xi xye? š = xye2 
: ef +ze* Xe” +7 
#=~ Xi. ^ = x 
y+e y+e 
l+y—zZ l| 
J]ã: 2+y-z` S 2+y-z 
19. a) grad f(P) = (~6,23), D-f(P) = -< : 
—- e se € 
b) f(P) = ($ $) D-f(P)=——=; 
TM V2//5Ử77 v8 
— 12 
c) grad f(P) = (4,— 4,12), D-f(P) = < : 
grad f( hà dã 
_— 1 25 
đ) grad f(P) = (« 1, 3} D-fŒ) = & 
HAI CÀ TL 0 ìI 
25'\25'25 4 44 2 12 


d) 422, (2,— 3, — 3) 


22. a) Cực tiểu f(0, —1) = —l ; b) Không có cực trị ; 
c) Cực đại f(21, 20) = 282 ; d) Cực tiểu f(1, ))=f(-1,—1=~—1; 
e) Cực đại f(0, 0) = 2, cực tiểu f(0, 2) = —2 ; 
2n 06 " ..n. 
†) Không có cực trị ; ø) Cực đại '(5-3]~z ñ 
: : . | Tt 7U 3 
h) Cực tiểu (1, 0) = 0; ¡) Cực đại 'lš-s) =ả: 
ÿ Không có cực trị.. 
..Í3 3 25 
23. a) cực đại rễ. ) = 23 H 


b) Cực tiểu f(0, ~L1) = ~1, cực đại sẽ ) ° ẵ 
6 


24. a) (0,0, 1); : b) 


c) 246 * 
7717)" 


d) Hình mà đỉnh nằm trên mặt phẳng x + 2y + 3z = 6 có toạ độ (s+‡) 


28. a) {mụn = —2 — 242, y =~2+262 ; 
b) fmạ =f| 2, |=1 fa„ =fd,U =4; 
min ˆˆ 2'2 =1, max = „=4; 
©) Ímin = (—2, 4=-9, Ímax = f, 4)=3; 
đ) fan = f(O, 0) = 4, Ty = fŒ1, =7; 

TL 7t 33 

©) Ẩm — f(0, 0) = 0, uc '{-3) - 3, 
3XaiXSilz te e2 x.wzzcDsö 

: =Y-s=Z-3, S=0; 
b)X-==2-Y=Z-2 X-Y+Zz-=0; 

2 2 
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_ 





TL Y+l Z~-#z 
ẶX=s, — = 2 
2 
d)X-1=0,Y-3=3-Z, 
Y-l Z+l 
27.3)1~X=-T—= To 
bi sÝ 3-2-2 
4 
yX-?2„Y-2_Z-3 
2-2. -s.! 
X-l Z7 
PtVg Bị] 0P) 





T 5n 
-23ŸY+2Z- =0 ' 
Y-Z=(0. 
-X+2Y-Z=0; 


4X+Y+Z-I2=0; 


2X+2Y-~3Z+1I=0; 


2X~I)+Z=0. 
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Chương VI 
TÍCH PHÂN KÉP 


<Wva 4£ yều cầu 


~ Chương này nghiên cứu về tích phân kép. Đó là eự mở rộng của tích 
phân xác định của hàm số một biến số sana tích phân của hàm số hai 


biến số, áo 46 có tất nhiều điểm tương tụ với tích phân xác định. 


— Khi học, sinh viên cẦn nắm vững định nạhĩa, các tính chất và cách vính 
tích phân kép tron hệ toạ độ Đề-các và trona hệ toa độ cực, cũng 
như các ứng dụng : tính thể tích vật thể, diện tích hình phẳng và điện 
tích mặt cona của tích phân kép. 


§1. BÀI TOÁN DẪN ĐẾN KHÁI NIỆM TÍCH PHÂN KÉP : 
THỂ TÍCH VẬT THỂ HÌNH TRỤ CONG 


Giả sử cân tính thể tích V của 
vật thể hình trụ cong, đáy đưới là 
miền hữu hạn D trong mặt phẳng 
Oxy (từ nay về sau ta hiểu miền 
hữu hạn D là miền đóng), đấy trên 
là mặt cong S, có phương trình 
z = Í(x, y) và các đường sinh song 
song với Oz. Hàm số z = Í(, y) 
xác định, liên tục và không âm 
trong miền D (hình 8.1). 

Chia miền D một cách tuỳ ý 
thành n miễn nhỏ dụ, dị, ..., dạ~¡, 
có các diện tích tương ứng là 
AƠo, Aơi,..,AƠơạ-¡ và qua biên 


của các miền nhỏ ấy đựng các mặt trụ đường sinh song song với Oz. Như 
vậy, hình trụ cong đã cho được chia thành n hình trụ cong nhỏ. Để tính thể 
tích hình trụ cong nhỏ thứ ¡, lấy trong miền nhỏ dị một điểm tuỳ ý 
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Hình 8.1 





Min) 


£ ñ 


M,C¡, nị). Theo giả thết, hàm số f(x, y) liên tục trong miền D, nên trên miền 
nhỏ dị giá trị của nó khác f(M;) rất ít. Vậy thể tích hÌnh trụ cong nhỏ thứ ¡ có 
thể xem gần đúng bàng thể tích hình trụ thẳng, có diện tích đáy là Aơ;, chiều 
cao là f(M,) và thể tích V của vật thể hình trụ cong đã cho gần đúng bằng : 
Vạ = f(Mo)Áøg + f(MỊ)AG/ +... + f(M„_j)AØ,—¡ 
hay . 
n-l 
Vạ = ),f(M,)Ao,. 
i=0 
Dễ thấy rằng khi tăng số phần chia n lên sao cho các mảnh nhỏ đị có đường 
kính A, ” nhỏ lại thì sự khác nhau giữa V và V„ càng ít. Do đó, hiển nhiên 
thể tích V của vật thể hình trụ cong đã cho được xem là giới hạn của Vụ khi 
n —> +œ sao cho đường kính lớn nhất trong các đường kính ^¡ của các miền 
nhỏ d; tiến đến không (thường ký hiệu là maxA¡). Vậy : 


n-l 
V= lm V„= lm f(M,)Ao,. 
max À¡ =0 N Phu VỀ ( jAG, 
(n<>+œ) (n—>+œ) 


§2. ĐỊNH NGHĨA TÍCH PHÂN KÉP 


Cho hàm số hai biến số z = f(x, y), xác định trong miền hữu hạn D, nằm 
trong mặt phẳng Oxy. Thực hiện các bước sau : 


1. Chia tuỳ ý miền D thành n miền nhỏ dụ, dị, ..., dạ_¡, có các diện tích 
tương ứng là Aøo, AØt, ..., ÁƠn_¡. 
2. Trong mỗi miển nhỏ d, lấy một điểm tuỳ ý MjGŒj, mị) và tính 
f(M)Aø, = f(Š¡, ri) Aơi ( = 0, 1,...,n — 1). 
3. Lập tổng 
n-I 
lạ = Ð_.f(M,)Ao;. 
i=0 


Tổng I, gọi là tổng rích phân của hàm số f(x, y) trong miễn D. 


(*) Đường kính À¡ của miền dị theo định nghĩa là khoảng cách lớn nhất giữa hai điểm bất 
kỳ trên biên của dị. 
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4. Tìm giới hạn của I„ khi n —> + sao cho max À¡ — 0. Nếu tổng I, tiến 
đến một giới hạn xác định I, không phụ thuộc vào cách chia miền D và cách 
chọn điểm M; trong mỗi miền nhỏ dị, thì giới hạn I được gọi là zích phân kép 
của hàm số f(x, y) trong miền D, ký hiệu là [[f(«.y›dø. Vạy 

D 


n-l 
Ị Íf(x.y)dơ = : „Hàn ,ạ 2, TÊM, )Aơ,, 
(n->+©) 


Í(x, y) gọi là hàm số dưới đấu tích phân, do gọi là yếu tố điện tích, D gọi là 
miễn lấy tích phân, x và y gọi là các biến số tích phân. Nếu [[f« y)dơ tồn 
D 


tại thì ta nói rằng hàm số f(x, y) khả tích trong miền D, 

Người ta chứng minh được rằng : nếu hàm số f(x, y) liên tục trong miền 
hữu hạn D thì khả tích trong miền D. 

Trở lại bài toán dẫn đến khái niệm tích phân kép và dựa vào định nghĩa 
tích phân kép vừa nêu, ta có 


n-] 
VI, LH 2 2 f(M,)Aø, = [[f(x,yMơ. 
(n->+œo) i~0 D 

Cần lưu ý là bài toán tính thể tích của vật thể hình trụ cong chỉ là một 
trong rất nhiều bài toán thực tế dẫn đến khái niệm tích phân kép, do đó 
không nên hiểu tích phân kép chỉ là thể tích, mà phải hiểu rằng tích phần kép 
là một con số, con số ấy chỉ phụ thuộc vào hàm số dưới dấu tích phân f(x, y) 
và miền lấy tích phân D, mà không phụ thuộc vào ký hiệu của biến số tích 
phân, nghĩa là : „ 


JJf(«.y›do = jÍt(a.vide. 
D D 


§3. CÁC TÍNH CHẤT CỦA TÍCH PHÂN KÉP 


Dựa vào định nghĩa, ta thấy rằng cách xây dựng tích phân kép và tích 

_ phân xác định hoàn toàn giống nhau, do đó các tính chất của tích phân kép, 

cũng như cách chứng minh các tính chất ấy đều hoàn toàn tương. tự như tích 
phân xác định. Ở đây ta chỉ phát biểu các tính chất mà không chứng minh. 
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$ 


Tính chất 1. [Ïkf(x.y)dø = k [[f(«.y)dø ( là hàng số). 
:¬D D 
Tính chất 2. [[[f,(x,y) + f;(x,y) - f;(x,y)] dơ = 
D 


= Í[iiœyMdø + [[p;œ.y)dø ~ [Jt;(œ.y)dø. 
D D D 


Tính chất 3. Nếu miễn lấy tích phân D chía thành hai miễn Dị và D; rời 
nhau thì 


— J[f«yide = [[fŒœ.y)dø + [[f(œ.yhdo. 
D Dị Dạ 


Tính chát 4. Nếu tại mọi điểm thuộc miền D ta luôn có f(%,y)> 0 thì 


[[f(«.y)dơ >0, còn nếu f@œ, y) < O tại mọi điểm thuộc miền D thì 
D 


[[f(«.y)doø <o. 
D 


Tính chất 5. Nếu tại mọi điểm thuộc miễn D ta luôn có f(x, y) >o(@x, y) 
thì 


[[f(«.vidoø> l[oœ«.y)do. 
D D 


Tính chất 6. Nếu m và M là các giá trị bé nhất và lớn nhất của hàm số 
f(x, y) trong miền D, nghĩa là : m < f(x, y) < M tại mọi điểm (x, y) e D thì 


m§p < [Jf(«.y)dø <Mb, 
D 


trong đó Šp là diện tích của miền D. 
Tính chất 7 (còn gọi là định lí về giá trị trung bình). Nếu f(x, y) liên tục 
trong miễn D thì trong miền đó tìm được ít nhất một điểm Mi, rị;) sao cho : 


[[f(«.y)dø =fŒ¿ n)Sp. 
b _ 


Giá trị của hàm số f(x, y) tại điểm M;(É, m) gọi là giá trị trung bình của 
hàm số f(x, y) trong miền D, 
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§4. CÁCH TÍNH TÍCH PHÂN KÉP 
TRONG HỆ TOẠ ĐỘ ĐỀ-CÁC 


Như đã biết trong định nghĩa tích phân 
kép, giới hạn I không phụ thuộc cách chia 
miền D thành những miền nhỏ nên trong hệ 
toạ độ Đề-các, để cho tiện người ta chia miền 
D thành các miền nhỏ bởi các đường thẳng 
Song song với các trục toạ độ Ox và Oy. Khi 
đó, mỗi miền nhỏ d, nói chung là một hình 
chữ nhật, có các cạnh song song với các trục 
toạ độ và có chiều dài là dx, dy (hình 8.2). Bởi 
vậy, yếu tố diện tích dơ = dxdy và ký hiệu tích 
phân kép thường viết dưới dạng 


l[t. y)dxdy. 
D 





Rình 8.2 


Để tính tích phân kép, chú ý rằng trường hợp f(x, y) > 0 trong miền D, 
[[t(«.v)dxay bằng số đo thể tích V của vật thể hình trụ cong, đáy dưới là 
D 
miền D trong mặt phẳng Oxy, đáy trên là mặt cong S có phương trình 

z = Í(x, y) và các đường sinh song song với Oz. Đo đó muốn tính tích phân 
kép trong trường hợp f(x, y) > 0 chỉ cần tính thể tích V của vật thể hình trụ 
cong. Thể tích V ấy được tính bằng công thức 


b 
V= Í§@dx, (8.1) 


trong đó S(x) là điện tích của thiết diện tạo nên bởi giao điện của mặt phẳng 
thẳng góc với trục hoành tại điểm x và vật thể, còn x = a và x = b là phương 
trình của những mặt phẳng giới hạn hai đầu của vật thể (xem công thức 
(6.20) mục 3.3 chương VŨ). 

Giả sử miền D thoả mãn điều kiện sau : mọi đường thẳng song song với 
trục Oy cắt biên của miền D không quá hai điểm. . 

Trong mặt phẳng Oxy, vẽ hai đường thắng song song với trực Oy và tiếp 
xúc với biên của miền D tại các điểm A và B, có hoành độ lần lượt là a và b. 
Hai điểm này chia biên của miền D thành hai đường cong APB và ARB, có 
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: 
S3, 
vảy 


>S 


phương trình lần lượt là y = @¡(x) và y = @z(x). Cát vật thể hình trụ cong đã 
cho bằng một mặt phẳng thẳng góc với trục hoành tại điểm x với 
x e (a, b). Thiết điện nhận được là hình thang cong PMNR (hình 8.3); phía 
trên giới hạn bởi đường cong MN có 
phương trình là z = f(x, y), xem như 
hàm số một biến số y (vì đường cong 
MN là giao tuyến của mặt phẳng 
thẳng góc với trục hoành tại điểm x 
và mặt cong S có phương trình là 
z = Í(x, y)), phía dưới là đoạn thẳng 
PR song song với trục Ôy và hai 
cạnh bên là PM và RN. Ta có 


IP= @¡X) và IR= @;(x). Dùng 
công thức tính diện tích hình thang 
cong trong chương VỊ, ta có Hình 8.3 





$2(x) 
Shang cong PANR = Š%)= ƒ fŒ,y)My. 
@œ} 
Thay biểu thức của S(x) vào công thức (8. L), ta có 
b 0Œ) 
V= [( ƒ fœ.y)dy)dx. 
a @@Œ) 
Nhưng 


V= |[[f(%.y)dxdy, nên 
D 


b 92(X) 
Jr« y)dxdy = [C j f(.y)dy)dx. 
4a 0I() 
Người ta thường viết đùi dạng 
b @›(X) 
JJre. y)dxdy = jax Í f(x,y)dy. (8.2) 
a_ Gi@) 
Tóm lại, để tính Šc phân kép ta chỉ cần tính lần lượt hai tích phân xác 
2(X) 
định. Đầu tiên, tính Í f(x,y)dy, xem x là hàng số, kết quả cho ta một 
@¡@Œ) 
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hàm số của x. Tính tích phân hàm số ấy theo x từ a đến b ta được kết quả 
phải tìm. : 

Bây giờ giả sử mọi đường thẳng song song với trục Ox cất biên của miền 
D không quá hai điểm. Nếu ta cắt vật thể hình trụ cong đã cho bằng một mặt 
phẳng thẳng góc với trục tung tại điểm y và lý luận tương tự như trên, ta có 
công thức tính tích phân kép sau 


dc 2Ø) 
[[f(.y›dxdy = Íay Ï f(x,y)dx, (8.3) 
D ©  WIO@) 


trong đó x = w/¡(y) là phương trình 
đường cong CQE; x = ws(y) là 
phương trình đường cong CSE; 
C và E là những điểm tiếp xúc giữa 
các đường thẳng song song với trục 
Ox và biên của miền D; c và d là 
tung độ của các điểm € và E 
(hình 8.4). 





Hình 8.4 


Chú ý rằng, nếu dùng công thức (8.3) để tính tích phân kép thì đầu tiên 
W2(y) 
tính Ị f(x,y)dx, xem y là hàng số, kết quả cho ta một hàm số của y. Tính 
wịŒ) 
tích phân hàm số ấy theo y từ c đến d ta được kết quả phải tìm. 

Chú ý : 1. Trong trường hợp f(x, y) < Ö trong miền D, người ta chứng 
mình được rằng các công thức tính tích phân kép (8.2) và (8.3) vẫn đúng. 

2. Khi tính tích phân kép bằng công thức (8.2) hoặc (8.3), vấn để xác 
định cận tích phân đóng một vai trò rất quan trọng. Điều này sẽ được minh 
hoạ rõ trong những ví dụ dưới đây. 

_ Ví dự ï. Xác định các cận tích phân trong tích phân kép. [[f(x,y)dxdy 
b 
với: 

a) D là miễn giới hạn bởi các đường y = 2x? và y = 2 (hình 8.5); 

b) D là miền giới hạn bởi các đường y = O, y = xỶ và x + y = 2 (hình 8.6); 

Giải: 


a) Hoành độ của các giao điểm A và B được xác định bởi phương trình 
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2x =2;x =+1. 
Vậy 
XẠ =~Ì, Xg= l. 


Áp dụng công thức (8.2), tính tích phân 
theo y trước. Nhìn theo hướng dương của x 
trục Òy, thấy rằng đường cong AOB giới 
hạn phía dưới của miền D có phương 
trình y = 2x”; đường thẳng AB giới hạn Hình 8.5 

phía trên của miễn D có phương trình y = 2; 

còn x biến thiên từ xạ = —1 đến xạ = 1 (nghĩa là có thể biểu diễn miền D bởi 
các bất đẳng thức kép : —1 < x < 1 và 2x? < y <2), 

Do đó 





D ¬ 
Nếu dùng công thức (8.3) thì tính tích phân theo x trước. Nhìn theo 
hướng dương của trục Ox, thấy rằng đường cong OA giới hạn phía dưới của 


L2 
[[f(«.y)dxdy = Ƒ4 ƒtœ&y)dy. 
2„2 


miền D có phương trình x = -lŠ ; đường cong OB giới hạn phía trên của 


miền D có phương trình x = Š ; còn y biến thiên từ y = 0 đến y = 2 (nghĩa 


là có thể biểu diễn miền D bởi các bất đẳng thức kép : 


`. <ửử 
0<y<2và lŠ <x< 2} 


Vậy 
2 ÚÐ 
[Íf(«.y)dxdy = jqy  fœ.y)dx. 
D 0 Y 


2 
b) Hoành độ của giao điểm B được xác định bởi phương trình x” =2 ~ x hay 


X” + x —2 =0. Từ đó nhận được : xg = 1, yạ = . 


Áp dụng công thức (8.2), tính tích phân theo y trước. Nhìn theo hướng 
dương của trục Oy, thấy rằng đường cong OBA giới hạn phía trên của miền 
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D gồm hai đoạn OB và BA có 
phương trình khác nhau, nên 
phải chia miền D thành hai 
miền OCB và CAB. Ta có 


Jjt« y)dxdy = 
D 






ý xẽ Ạ =2-xhoặc 
B ù 
= Í[feeyeuy+ PT TUỆ 
GOCB + 
tI 1Œ. y)dxdy. Hình 8.6 


Miền OCB có thể biểu diễn bởi các bất đẳng thức kép : 
0<x<i và 0< y<xŸ, 
còn miền CAB có thể biểu diễn bởi các bất đẳng thức kép : 
l<x<2và0<y<2-—x. 
Do đó 
LÔ x2 2 2-x 
[[f(«-y)dxdy = [dx [fœ.y)dy + [dx [ fœ.y)dy. 
b 0 0 | 0 
Nếu dùng công thức (8.3), ta tính tích phân theo x trước thì không cần 
phải chia miền D, vì nhìn theo hướng đương của trục Ox có thể biểu diễn 
miền D bởi các bất đẳng thức kép : 


0<y<l1và jÿ <x<2-y. 


Vậy 
l lQÃ 
[[f«y)dxdy = [ay [ fœ.v)dx. 
D 0 dy 


Qua trường hợp này, ta thấy rõ tầm quan trọng của việc phải căn cứ vào 
hình dạng của miền D mà quyết định dùng công thức (8.2) hoặc (8.3) để tính 
tích phân kép một cách đơn giản nhất. 


Ví dự 2. Tính tích phân kép [[x?ydxdy. D là miền giới hạn bởi : 
D 
a) Các đường thẳng x = 0, x = 3, y = 0 và y = 2 (hình 8.7) ; 
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b) Các đường y = x” và y = J2 - x? (hình 8.8); 

c) Các đường y = —x, x = 2y và y = 2 (hình 8.9). 

Giải: 

a) Áp dụng công thức (8.2), 
tính tích phân theo y trước. Nhìn 
theo hướng dương của trục Oy, có 
thể biểu diễn miền D bởi các bất 
đẳng thức kép : 

0<x<3và0<y<2, 
do đó 





Hình 8.7 


|[x?ydxay = Tà Nn: 
D 0 0 


Đầu tiên, tính tích phân theo y, xem x là hằng số, ta có 


2 


y=“2_ X” 2 _—p2y-2x„2 
y-0” 22 0“ˆ)=2x. 


2 2 y2 
Íx®yáy =x? Íydy = xi 
Ũ 0 





Cuối cùng, ta có 


: xÌ|x=3_ 2 
[[E?ydxdy Ề J2x?dx =2. n= 2G” — 0) = 18. 
D h Tin 





Nếu dùng công thức (8.3), tính tích phân theo x trước. Nhìn theo hướng 
dương của trục Ox, có thể biểu điễn miền D bởi các bất đẳng thức kép : 
0<y<2và0<x<3. 
Vậy 


2 3 
[[*?ydxdy = lw jyx?dx. 
D 0 0 
Tính tích phân theo x, xem y là hằng số, ta có - 





3 3 3 
X" |x=3 
jyx?4x = y [x?dx = Y-|¿-o= s6 ~03)= 9y, 
0 0 
và : 
2 2 
2 kị S.ã in. va 

J ydxdy = }yw =9. | „=2 0” =18. 
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b) Áp dụng công thức (8.2), tính tích phân theo Y trước. Nhìn theo hướng 
dương của trục Oy, có thể biểu diễn miền Ð bởi các bất đẳng thức kép : 


-1<x4ltvàxẺ<y< v2-*? 


(chú ý rằng hoành độ của các giao 
điểm A và C được xác định bởi 
phương trình : 


2i 2-x  =x, 
x'+x?-2=0,x=#+l, 
vậy hoành độ các giao điểm là : Hình 8.8 
Xa=-—l,Xc= 1). Do đó. 





{[x”ydxdy = [& lì x?ydy 
D ¬ x? 
= IS In dx [So Sx =%x Nà 
y=X =1 


Ù 

[@œ' -x”— xŠ)dx 

~L 

l Ề 

= J@x? —x' —xẾ)dx (do 2x2 — x' ~ xế là hàm số chẩn). 


bn 
2 


x=l 34 


: x=0 5 105ˆ 

Chú ý : \. Đối với trường hợp trên, áp dụng công thức (8.2) là đơn giản 
nhất. Thật vậy, nếu dùng công thức (8.3), ta phải tính tích phân theo x trước. 
Khi đó, nhìn theo hướng đương của trục Ox, thấy rằng đường cong OAB giới ˆ 
hạn phía dưới của miền D gồm hai đoạn OA và AB có phương trình 
khác nhau (đoạn OA có phương trình x = -jy , đoạn AB có phương trình 





x= =2 — y2); đường cong OCB giới hạn phía trên của miền D gồm hai 


đoạn OC và CB có phương trình lần lượt là : x = N và xX= 42— v?, hai 
điểm A và C có cùng tung độ bằng 1, nên phải chia miễn D thành hai miền . 
OAC và ABC. 
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2. Trong ví dụ này, miền lấy tích phân D đối xứng đối với trục Oy, hàm 
số dưới dấu tích phân xỈy là hàm số chắn đối với x, nên có thể viết 
Í[E”dxdy =2 [[x?vdxay. 
D Dị 
trong đó D; là miền "tam giác cong" OBC. Dùng công thức (8.2), ta có 


hot 
[[*?ydxdy = 2[ax ì x2ydy = 2jẻ : y2 xỦ vu 
D 0 2 0 y=x2 





b9 


0 0 
23 1s 1 7|x=l _ 34 
3” —§* —7X |,¬0" 105. 

c) Đối với miền D đã cho, tính bằng công thức (8.3) là đơn giản nhất. 
Thật vậy, nếu dùng công thức (8.2), ta phải tính tích phân theo y trước. Khi 
đó, nhìn theo hướng dương của trục Oy, thấy rằng đường cong AOC giới hạn 
phía dưới của miễn D gồm hai đoạn AO và OC có phương trình khác nhau 
(đoạn AO có phương trình y = ~x, đoạn OC có phương trình y = x?) nên phải 
chia miền D thành hai miền AOB và BỌC. 

Ta tính tích phân theo x trước. 
Nhìn theo hướng dương của trục 
Ox, có thể biểu diễn miền D bởi 











các bất đẳng thức kép : 
0<y<2,~y<x< ý. : 
Do đó 
.__2 wW 
[[E”ydxdy = lay [x2ydx. Hình 8.9 
D 0 -¬y : : 
Đầu tiên, tính tích phân theo x, xem y là hằng số, ta có 
y y 
nh = hi = SP tủy 
-y _y = 


1 
= 30ýy=Cy)))=20'2 + y®), 
Cuối cùng, ta có 


T7 


2 TỦ, 5/2 4 1[2 7⁄2 „1 sÌty=2 
lay = lo? + váy = 2[3y"2 vay | 
D 0 


= 3122 + 32) = io6V2 + 14), 


§5. CÁCH TÍNH TÍCH PHÂN KÉP TRONG 
HỆ TOẠ ĐỘ CỰC 


Giả sử cần tính tích phân kép I = JJ: (x,yXlø trong hệ toạ độ Cực, trong 
D 

đó miền D có tính chất là mọi tia xuất phát từ gốc cực O cắt biên của nó 
không quá hai điểm. Muốn thế, ta chia miễn D thành các miền nhỏ d, bởi ; 

~ Các tỉa xuất phát từ gốc cực O, có phương trình trong hệ toạ độ cực 
@ = hằng số ; 

— Các đường tròn đồng tâm O, Mi(r,ø') 
có phương trình trong hệ toạ độ cực 
r = hằng số (hình 8. 10). 
Khi đó, mỗi miền nhỏ d; nói chung 
là một hình "tứ giác cong” giới hạn 
bởi hai đường tròn đồng tâm O và 
hai bán kính của chúng. Diện tích : 
Aơ, của miền nhỏ d, bằng hiệu số Ÿ 
diện tích hai hình quạt tròn có cùng 
-gỐC ở tâm Ao, và có bán kính lần ^% 
lượt là 1ị + Ai, và ĩ¡ H 





1 1 R 
Aø, = 2q se Ar,)° Áo, = 21 A0; Hình 8.10 
Án h 
= (: + 2t):a = NÁn A0, 


trong đó ï = r + _ là bán kính trung bình giữa Tị VÀ Tị + Ái, 
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+ 
ty 


“ 


Để thành lập tổng tích phân I„ của hàm số f(x, y) trong miền D, ta giả 
thiết rằng hàm số f(x, y) liên tục trong miền D. Khi đó, trong mỗi miền nhỏ 
dị có thể lấy một điểm tuỳ ý M,(Œ,, rị,), ở đây ta chọn M;Œ¿, nị) là một 
điểm nằm trên đường tròn bán kính trung bình r, có toạ độ cực là r và @; 
(Với @;¡ < @; < @¡ + ÁQ;). 


Ta có 
: , ¬- 
Ễ¡= nCOS@;, Tị = ñ sin0; 


(tất nhiên ta chọn hệ toạ độ Đề-các có gốc tại cực O và trục hoành trùng với 
trục cực) và 


n—i n-1 
Iạ= Ð,f(M,)Aơ, = 3_f( cosợ¡, '; sin@;)n An, AQ,. 
I=0 i=0 
Vì vế phải là tổng tích phân của hàm số f(rcoso, rsino)r theo các biến r và 
@ trong miền D, nên chuyển qua giới hạn khi n —> + sao cho max^; -> 0, 


ta nhận được tích phân kép của hàm số f(rcos@, rsino)r theo các biến r và @ 
trong miền D : 


1= [Jf(«.y)dø = [[f(«.y)dxdy " [[fŒrcoso, rsine)rdrdo. (8.4) 
D D D 


Đó là công thức chuyển tích phân kép từ hệ toạ độ Đẻ-các sang hệ toạ độ 
cực. Biểu thức dơ = rdrdọ gọi là yếu rố điện tích trong hệ toạ độ cực. 


Tóm lại, muốn chuyển tích phân ké f(,y)dxdy từ hệ toạ độ Đề-các 
p P 
D 


sang hệ toạ độ cực, ta thay x và y trong hàm số dưới dấu tích phân bởi rcos@ 

và rsino, còn dxdy thay bằng rdrdọ. Đồng thời phương trình đường cong 

giới hạn miền lấy tích phân D cũng phải đổi sang hệ toạ độ cực bằng cách 

thay X = rcosQ, y = rsing. Sau đó tính [tu cos @, rsin(ordrdp hoàn toàn 
D 


giống như trong hệ toạ độ Đề-các, nghĩa là cũng đưa vẻ hai tích phân xác 
định liên tiếp đối với các biến r và ọ. Để thấy rõ cách xác định cận lấy tích 
phân, ta phân biệt ba trường hợp sau: 
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1. Trường hợp gốc cực Ó nằm ngoài miền D. Giả sử miễn D nằm giữa 
các tia @ = œ và @ = 8, mọi tia xuất phát từ gốc cực O cát biên của D không 
quá hai điểm (hình 8.1 la, b) và r = g¡(@), r = øa(@) lần lượt là phương trình 
trong hệ toạ độ cực của các đoạn đường cong APB và ARB (hoặc CRE) (nếu 
nhìn từ gốc cực O vẻ phía miền D thì APB là đoạn đường cong giới hạn phía 
dưới miền D, còn ARB (hoặc CRE) là đoạn đường cong giới hạn phía trên 
miền D). Khi đó, lấy tích phân theo r trước (xem ọ là hằng số), sau đó lấy 
tích phân theo @, ta có 


B_ sạ(0) 
[[fŒrcoso. rsineydrdo = Íde Ỉ f(rcos,rsin@)rdr. (8.5) 
D Œœ  g1(@} 





Hình 8.11 
2. Trường hợp gốc cực Ó nằm trên biên của miền D. Giả sử mọi tia xuất 
phát từ gốc cực Q cắt biên của miền D không quá một điểm (không kể điểm 
O) và phương trình của biên đó trong hệ toạ độ cực là r = g(@) với ơ < @ < B 
(hình 8.12). Khi đó, lấy tích phân theo r trước (xem @ là hằng số), sau đó lấy 
tích phân theo ọ, ta có 
' PB s(@) 
[[tđrcose. rsin@rdrd@ = Ído ƒ f(rcos@,rsinoydr. (8.6) 
D œ 0 


đủ 


Nình 8.12 Hình 8.13 
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vỸ 
độ, 


3. Trường hợp gốc cực O nằm trong miễn D. Giả sử mọi tia xuất phát từ 
EỐc cực O cắt biên của miền D tại một điểm và phương trình của biên đó 
trong hệ toạ độ cực là r = s(0) với 0 < @ < 2z (hình 8.13). Khi đó, lấy tích 
phân theo r trước (xem @ là hàng số), sau đó lấy tích phân theo @, ta có : 


ï 2m g(0) 
[[f(rcoso. rsin eydrdo = Jao Í Í(rcoso, r sỉin @Xdr (8.7) 
D 0 0 


Chú ý. Trong các công thức trên, tích phân theo thứ tự ngược lại, nghĩa 
là trước hết theo œ (xem r là hằng số), sau đó theo r thường không sử dụng. 


Ví dự 3. Chuyển tích phân kép [[f(«.ysxay từ hệ toạ độ Đề-các sang 
D 


hệ toa độ cực, viết rõ các cận lấy tích phân theo r và theo @, trong đó D là 
miền giới hạn bởi : 

a) Đường tròn x” + yŸ = 4 (hình 8.14) ; 

b) Đường tròn x” + yŸ = 2x (hình 8.15) ; 

c) Đường tròn xŸ + yˆ = 2y (hình 8.16) ; 

đ) Các đường thẳng y = x, y = -x và các đường tròn x2 + y`=2x, 
XỶ + yˆ = 4x (hình 8.17). 

Giải: 

4) Đổi sang toạ độ cực, phương trình 
đường tròn x” + yˆ = 4 có dạng : r=2. Vì gốc 
cực O nằm trong miền D nên ấp dụng công 
thức (8.7), tả có 


[Íf(«.y»xay = [ÏfŒcose, rsin @xdrdo 
D D . 





4x 2 
= ldo Ífứcos @,rsinxdr., 
ỗ ộ Hình 8.14 


b) Đường tròn x” + yˆ = 2x là đường tròn tâm O(1, 0) bán kính 1, vì có 
thể viết dưới đạng : x°—2x+ l+ y? = 1 hay (x— U? + y?= 1. Trong hệ toạ 
độ cực, phương trình đường tròn trên có dạng : r = 2coso. : 

Các tia kẻ từ gốc cực O và tiếp xúc với đường tròn (biên của miền D) 
trùng với Oy' và Oy, do đó œ = 5 và B = s- VÌ gốc cực O nằm trên biên 
của miền D nên áp dụng công thức (8.6), ta có 
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F [[f(«.y)dxdy = [[tđcose, rsin 0)rdrdo 
D D : 


Ỹ 2cosọ 

= [do j f(rcos@, r sin@)rdr. 
TL 
2 










Hình 8.15 Hình 8.16 
©€) Đường tròn x2 + y = 2y là đường tròn tâm O(0, 1), bán kính 1, vì có 
thể viết dưới dạng : x” + y? — 2y+1=1 hay x” + (y~ L} = 1. Trong hệ toạ 
độ cực, phương trình đường tròn trên có dạng : r = 2sino. 
Các tia kẻ từ gốc cực O và tiếp xúc với đường tròn (biên của miền D) 
trùng với Ox và Ôx', đo đó œ = 0 và B = mr. Vì gốc cực O nằm trên biên của 
miền D nên áp dụng công thức (8.6), ta có 


JJ: (x,y)dxdy = J[tœcos @, r sin @)rdrdo 
D 





D 
x6 2sino ' 
= ao Ỉ Í(rcosọ, r sin @)rdr. 
0 0 


d) Giống trường hợp b) x” + y” = 2x là phương trình đường tròn tâm 
©;(1, 0), bán kính 1 ; còn x” + yŸ = 4x là phương trình đường tròn tâm O;(2, 0), 
bán kính 2. Đổi sang toạ độ cực, phương trình các đường biên của miền D 
có dạng : 


X”+y= 2x —y r= 2cos@ ; 


92 


xÌ+y=4x —>r= 4cos0 ; 


 = -X — rsÌng = -rcoso, 
tgọ =-l,@= —”; 
B0 = vậ= 4) 


Y =X—.rsino = rcoso, 


ï Tt 
b2N S2” 





Vì gốc cực O nằm ngoài miễn D 
nên áp dụng công thức (8.5), ta có 


Hình 8.17 
[Jtœ«. y)dxdy = Í Ífứcoso, rsin@}rdrdo 
D - D 
T 
4 4coso 
= [de Ỉ f(r cos, r sin @)rdr. 
L4 


2cosp 
4 
Ví d„ 4. Chuyển sang toạ độ cực, tính : 





dxdy NT 2V 200V s 2 và 
a) > D là miền giới hạn bởi cung tròn y = V2x - x2 và 
It ý 


D 
trục Ox (hình 8.18) ; 


b) [ƒaretg2 dwdy, D là miễn giới hạn bởi các đường tròn x” + y” = 1, 
Ị | 
X? + y” = 9 và các đường thẳng y = s 


X, y= 43x (phần nằm trong góc 
5 y œ ẽ 
phần tư thứ nhất (hình 8.19)); 


a a2 _x2 
c) [4 : (x?+ y?)dy. 
- _ a2_x2 
Giải: 
4) Thay x = rcosọ, y = rsino vào hàm số đưới dấu tích phân, ta có 
1 


| I 
“=—__._ . -. + 
J4— x2? — y2 4—(?cos°p+r2sin2@) v4 —y2 


còn dxdy thay bằng rdrdo. Theo (8.4), nhận được 
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= —= 


Đổi sang toạ độ cực, Ta Hải trình 





cung tròn y = 2x — x? có dạng : 


rsinp = \2r COS(Đ — r2 COS” @, 

12Sin@ + f.cos2o =2rcoœsoọ, 

/= 2rcosọ, 

r= 2eosg[0 <sọ< 3} 

Các tia kẻ từ gốc cực O và tiếp xúc với biên của miền D trùng với Ox và 
Oy, do đó œ = 0 và B = T- Theo công thức (8.6), ta có 


1 





Hình 8.18 





T 
rdrd@ R : 4 220 rúp : 
lap: ọ k ị 44-r? 


2cosọ 
Trước hết, tính ƒ rắr 


0ð V4-r? 


rủr = = „ r biến thiên từ 0 đến 2cosọ, do đó t biến thiên từ 4 đến 4sin2o. 
Vậy 





bằng cách đổi biến số 4 — r” = t, ~2rdr = dt, 


4sin2œ : 
=~2sino + 2 








ị 4—r Ị 2t 
(ở đây ; J4 sin? ọ =2sine, vì ọ biến thiên từ 0 đến 5 nên sing > 0). 


Cuối cùng 


J-S—-- [P, =]Je-sinee 


TẾ 


2= 2.Ã }2cos —0 —2cos0 = m~ 2. 


= 2p+2cosọ 
R 2 2 
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b) Thay x = rcosọ, y = rsino vào hàm số dưới dấu tích phân, ta có 


bị 


arctp— 
s1 


rsino 
= arC(Eg————— 
rcos(0 


= arctg(tg0) = @. 


Đổi sang toạ độ cực, phương trình các 


đường biên của miền D có dạng : 
x+y°=l>r=l; 


x'+y2=9-sr=3; 


H â Ì 
Z ——xXx — [ïSIIN@ = ——[COS0; 
TP J2 LAN; t00020/ 


|| T 
—>tgỌ= —— —>0=~—~; 
=0 v5 ®=% 
v= 43x —> rsino = ÝÄrcosọ 
— tg@ = KkÌ —>§0@= 5 
Áp dụng công thức (8.5), ta có 


[[atg" dxdy = Í[erdrdo 
D D 


c) Theo đầu bài, y biến thiên từ 
y= -⁄a? -x? đến y = Xa? —x2, 


còn x biến thiên từ -a đến a, vậy 
miền D giới hạn bởi đường tròn 

VỀ = gỂ — x2 —y x? + y2 = a 
(hình 8.20). Trong hệ toạ độ cực, 
phương trình đường tròn trên có 
dạng : r = a. Vì gốc cực O nằm 
trong miền D, áp dụng công thức 
(8.7), ta có 


lI 
| #x——ia 





ö 1 3 x 
Hình 8.19 


3 
œdọ [ra 
1 





Hình 8.20 
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a 2_x2 ` 
ƒ4 (x? +y2Xy = [ie cos? @ + rŸ sin? @)rdrde 
-a _ a2—x2 D š 
2n a 2n .4 2m 4 4 4 
= 3u TẾ IEuve.. [8d p2 --v|lr=- 
= [de [r"ár = [Cũ do = [xse= Z3à) TIÊN, Xe 
0 0 0 0 


Chú ý. Qua các ví dụ 3 và 4, thấy rằng người ta thường chuyển tích phân 
kép từ hệ toạ độ Đẻể-các sang hệ toạ độ cực trong trường hợp hàm số dưới 
dấu tích phân f(x, y) chứa biểu thức x?+ y? hoặc trong trường hợp miền lấy 
tích phân D là một mặt tròn, một phần mặt tròn,... 


$6. ỨNG DỤNG HÌNH HỌC CỦA TÍCH PHÂN KÉP 


6.1. Thể tích vật thể 

Như đã biết trong mục bài toán dẫn đến khái niệm tích phân kép, thể 
tích V của một vật thể hình trụ cong có đáy dưới là miễn D trong mặt phẳng 
Oxy, đáy trên là mặt cong 5 có phương trình z = Í, Y) và các đường sinh 
song song với Oz (hàm số z = f(x, y) giả thiết liên tục và không âm trong 
miền D) được tính bằng công thức 


V= [[f&y)dxdy. - @8) 
D 
Nếu f(x, y) <:0 trong miền D 


thì [[fŒ,y)dxdy < 0 và 
D 


z=fay) 


=~ [liœ.y)dxdy. (8.9) Ệ : 


\ 


Đ . G Z >i(xy) 
Trong trường hợp cần tính thể tích ' 


vật thể, giới hạn bởi các mật cong 
z = fiœ, y), z = fsGŒ, y) và hình 
chiếu của vật thể đó lên mặt phẳng 
Oxy là miễn D đŒ,. y), f2(x, Y) 
liên tục và f;(x, y) > f¡Œ, y) trong 
miền D) thì thể tích V phải tìm 
bằng hiệu số thể tích hai vật thể 
hình trụ cong ABCEF và ABCGF 
(hình 8.21) : 





Hình 8.21 


86 


`2 toan: 
co: 
Kẻ) 


V= [[f;(œ,yxixdy — [[fiŒœ,y)dxdy = [[If;Œœ,y) — f,Œœ,y)]dxdy. (8.10) 
D D D 


Ví dụ 5. Tính thể tích vật thể giới hạn bởi các mắt : 

a) y=X”,y= l;x+y+z=4vàz=0; 

b)z=4-— x?— y” và z= x? +y”. 

Giải: 

a) Vạt thể đã cho là một vật thể hình trụ cong, đáy đưới là miền D trong 
mặt phẳng Oxy giới hạn bởi đường parabol y = x” và đường thẳng y = I ; 
đáy trên là mặt phẳng z = 4 ¬ x — y (hình 8.22 và 8.23). 


Z#4-x-y 






y=1 





F 
' 
' 
1 





Hình 8.22 Hinh 8.23 
Áp dụng công thức (8.8) và (8.2), ta có 





1 1 1 2 
: ø 
+ [f@-x-smdy= [ex [e-s-vsy = [|d~sy-Ÿ PT œ 
b ¬Ì x2 -1 y=x 
: 4 2 3 v4 v5 
= T_ _Ay2 3 =] -l _x 4x X_ BÀI _68 
-Í Ti TA VỤ D VAT s2 Ất 8 10/156 157 





b) Vật thể đã cho giới hạn bởi hai mặt parabôlôit tròn xoay có đỉnh tại 
O;(0, 0, 4) và Ô(0, 0, 0) (hình 8.24). Đường cong L (giao tuyến của hai mặt 
parabôlôit) được xác định bởi hệ hai phương trình : 


Mỹ TẺ 


z=x?+y? 
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Khử z trong hai phương trình, nhận 
được : x” + y = 2. Đây chính là 
phương trình của đường tròn L¡ giới L 
hạn miền D và là hình chiếu của 
đường cong giao tuyến L xuống mặt 
phẳng Oxy. 

Vì tính đối xứng của vật thể đối 
với các mặt phẳng toạ độ Oxz và Oyz Lí 






đy 7 27/5 ) 


2 


Lả “ 1 Ả, à 
nên chỉ cần tính n thể tích nằm trong 


góc phần tám thứ nhất. Ta có Hình 8.24 
= Í[(4@— x? —y? - x2 - y?xháy, 
Dị _ 


trong đó D; là h mặt tròn x” + y” < 2 nằm trong góc phần tư thứ nhất của 
mặt phẳng Oxy (hình 8.25). 

Để tính tích phân kép được đơn giản, ta chuyển sang toạ độ cực bằng 
cách thay x, y trong hàm số đưới đấu tích phân bởi rcoso, rsinọ, còn dxdy 
thay bằng rdrdọ. Ta có 

V= 4.2. [[(2 — r?)rdrde. 
Đị 
Phương trình đường tròn L; : 
x+ y =2 
khi đó có đạng r = x/2. Vì gốc cực 


O nằm trên biên của miền Dị, áp 
dụng công thức (8.6), nhận được 





< 
lI 
° 


tí 
Qö 


Sc—wlä Cc—bla 
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6.2. Diện tích hình phẳng 
Nếu trong tích phân kép [[f(«.v)dxdy, hàm số dưới dấu tích phân 
D 


f(x, y) = 1 với mọi (x, y) thuộc miền D thì [[dxdy bằng số đo thể tích hình 
D 


trụ thẳng có đáy là miền D, đường sinh song song với Oz và chiều cao bằng 1. 
Do đó ljaxdy cũng bằng số đo diện tích đáy, nghĩa là diện tích miền D. Vậy 
D 


S= [[axdy. @.11) 
D 


Trong hệ toạ độ cực, diện tích S của hình phẳng D là 
S= [[rdrdo. (8.12) 
D 


Ví đụ 6. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường : 
4) y =2 — XỶ và y = x (hình 8.26) ; 
b) x” + yˆ= 2x, x” + yˆ = 4x, y = x và y = 0 (hình 8.27). 
Giải: 
a) Trước hết, cần tìm toạ độ các giao điểm M: và M¿. Ta có 
x=2-x?;x?+x—2=0,Xị =~2 và X¿ = l. 
Vậy toạ độ các giao điểm là : M,(~2, ~2) 
và M;(1, 1). Áp dụng công thức (8.11), 








ta có 
L 2x2 
$= [Jaxdy = IỆ ƒ dy 
D -2 x 
E1 v22 
=[y|' - 
-2 ` 
1 
= J¿-*° — x)dx 
-2 
clöe<l ..# lUs5 
n 3 2 j2 2 Hình 8.26 
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b) Đổi sang toạ độ cực phương trình các đường biên của miền D có dạng : 
X” +y” =2 —> r=2cos0 ; XỔ + V2 = 4x —> r= 4cosO ; 
y=x> °=. ;y=0—=>o=Q0, 
Áp dụng công thức (8.12), ta có 
TU 
4 4cosp 


Š= [[rdrdo = lao Í rdr 
0 2cosp 








2 Hình 8.27 


+ 
4 Lin: 
0 =3(š+3} 


+4 

1$ 
[6cos2 Ọ~4cos? œxXlo 
0 


TL 


bị 

4 4 
= 6 Ícos” gáo = 6 l+cos2p 

0 0 


— hp = 30+ 





sin >) 
2 





6.3. Diện tích mặt cong 


M; 





4) b) 
Hình 8.28 


Giả sử có một mặt cong ơ giới hạn bởi một đường cong kín. Phương 
trình của mặt cong ơ là z = f(x, y), hàm số f(x, y) giả thiết liên tục và có các 
đạo hàm riêng liên tục trong miền D (D là hình chiếu của mặt cong ø trên 
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mặt phẳng Oxy). Chia miền D một cách tuỳ ý thành n miền nhỏ đọ, đị,..., 
dạ-¡, có các diện tích tương ứng là Aøo, Aơy,..., Aơ,_¡. Trong mỗi miễn nhỏ 
đ; lấy một điểm tuỳ ý Đế, Tìu, ứng với nó là điểm MjG,, TỊ¡; €&) trên 
mặt cong ơ (hình 8.28a). Dựng mặt phẳng T; tiếp xúc với mặt cong Ø tại 
điểm M;. Gọi t, là mảnh của mặt phẳng Tị mà hình chiếu của nó trên mặt 
phẳng Oxy đúng bằng d,. Diện tích của mảnh 1; ký hiệu là AT. Giới hạn nếu 
n-] 
có của ` AT; khi n —> +œ sao cho đường kính lớn nhất trong các đường 
i=0 
kính À¡ của các miền nhỏ d; tiến đến không (thường ký hiệu là maxA^;) được 
gọt là điện tích của mặt cong ơ, và được tính như sau : 
Gọi y¡ là góc giữa mặt phẳng T; và mặt phẳng Oxy, đó chính là góc giữa 
trục Òz và pháp tuyến tại M; với mặt cong đã cho, ta có (hình 8.28b) : 
Áo; 


Aơ, = AT;cosy, 3 AT; = COSY, ệ 
1 





Như đã biết ở Chương VII, các hệ số chỉ phương của pháp tuyến tại M; với 
mặt cong đã cho là 


-pị = -fz(M,) ; -q, = -f;(M,) và 1. 
Do đó 


COSY; = AT, = ự + tỉ + q .ÁØ;; 
Ra +r +d 
SN = S3 PT ĐH: .ÁƠ;, 


i=0 
Diện tích S của mặt cong đã cho là giới hạn của tổng trên khi n —> +œ 
sao cho maxA; —> 0. Giới hạn ấy chắc chắn tổn tại vì các hàm số p = f;(x,y), 
q= LM (x,y) liên tục trong miền D. Do đó, theo định nghĩa tích phân kép, 


tả CÓ : 
5= lim Sam = lm sà Í + vi AƠ;, 


Tnax * -0 max À. ¡0 
(n->+ø) Ì (n-y+o) Ì 


S= [ÍNjL+p” + q? dxdy. (8.13) 
D 


91 


Ví dụ 7. Tính diện tích mặt cầu tâm O(0, 0, 0), bán kính R.: 
x?+y2+z?=RẺ, 
Vì tính chất đối xứng của mặt câu đối với gốc O và đối với các mặt 
phẳng toạ độ, nên chỉ cần tính điện tích của phần mặt cầu nằm trong góc 
phần tám thứ nhất (hình 8.29). Khi đó : 


+ —X 
Pin on Tin 
Rˆ—x-y 
: -Y 
q=Zy = ù 
R?—x?—y? 


ỊE R 
XI+p°+g? “-——=——_: 
\jJR —X“y 


và S=&8 l-————sxy, Nình 8.29 


ụ [R2 - x2 - y? 


1 Š ` ng 
trong đó D là FT mặt tròn xi y < R nằm trong góc phần tư thứ nhất của 





mặt phẳng Oxy. 


Chuyển sang toạ độ cực, ta có 


a 
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Cảng 
Lo 


CÂU HỎI ÔN TẬP 


1. Nêu bài toán dẫn đến khái niệm tích phân kép. 

2... Định nghĩa và ý nghĩa hình học của tích phân kép. 

43. Phát biểu và minh hoạ hình học các tính chất của tích phân kép. 

4. Chứng mình công thức tính tích phân kép trong hệ toạ độ Để-các. 
Nêu quy tắc xác định cận tích phân. 


5. Nêu công thức tính tích phân kếp trong hệ toa độ cực và quy tắc xác định 
cận tích phân. 


6. Nêu các ứng dụng của tích phân kép để tính thể tích vật thể, diện tích 
hình phẳng, diện tích mặt cong. 
7. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng : 


2 1 L2 
1) jqx j†œ.y)dy = [4y [fœ.y)dx Ề 
0 -l ¬ Ũ 
L l~x L ly 
2) j& Ị f(x,y)dy = lay | t«.y)dx : 
0 0 090 


l1 2x 1 2y 
.3) [dx [f(œ,y)dy = Íay [fœ.y)áx ; 
0 0 0 0 


St 1214 su 
4) ị4 | ai TỶ sinxdy =0; 
-1 0 


5) [ƒ(x? + y” ~ I)dxdy = 0 nếu D là miền giới hạn bởi đường 
D 


x?+y°-1=0; 


TL 
. 2 2 
6) Jl¿=? + y)dxdy = ldo le? cos” @ + rsin@)rdr nếu D là miền 
D 1T | 
2 
{x,y):x>0,1< xÌ+ v? <4), (, @) là toạ độ cực của điểm có toạ 


độ Đề-các (x, y). 
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7) Nếu D là miền hình tam giác giới hạn bởi trục hoành và các đường 
thẳng y = 1 + x, y = 1 — x, thì để tính tích phân kép 


[[f(«.y)axay, 


D 
ta tính tích phân theo y trước, theo x sau đơn giản hơn cách tính theo 
thứ tự ngược lại. l 
BÀI TẬP 
Tính các tích phân : 
2 † à 2 x x2 
1. Ídy[@&?+2y)dx. 2. Ídx [=. 
0 0 I 1Ÿ 
x 
+t 
2n a 2 3cœo 
3. [do ƒ ma. 4. [do Ƒ r?sin? sát. 
0 asine k4 0 
2 


Tìm các cận của tích phân kép [[ fíx, y)dxdy khi đổi thành hai tích phân 
í D 


xác định liên tiếp : 

5... DIà hình chữ nhật có các đỉnh : O(0, 0) ; AÓ,0); B2, I); C(0, 1). 
6. _ D là hình tam giác có các đỉnh : O(,0); A(1,0); B(1, l). 

7... Dlà hình thang có các đỉnh : Ø0, 0); A(2, 0); B(1, 1) ; C(0, 1). 

§. - D là hình bình hành có các đỉnh : A(,2); B(2, 4) ; C(2, 7) ; D(1, 5). 
9... Dlà hình quạt tròn OAB như hình BT 8.1. 





Hình BT8.I 


„xẻ 
«e 


Dựa vào các cận đã cho, hãy viết phương trình các đường cong giới hạn 
miền lấy tích phân D và vẽ miền lấy tích phân ấy : : 


3 x+9 3 v25-x2 
10. Ídx ƒ tœ.yvMy. 11. Í[dx Ƒ tœyyy. 
1 x2 0 0 
2 2-y 
12, lw Ị f(x,y)dx. 
-6 y2 


4 
Đối thứ tự lấy tích phân trong các tích phân kép sau : 


L 3x 1 I~y 
13. [dx [f(x,y)dy. : 14. úy [ f(Œx,y)dx. 
0 2x h 0S I~y? 
Rv2 
T2” x R R2—x? 
15. [ dx[f@GyMdy+ [ di [ f@œyMy. 
00 R2 0 
2 


Tính những tích phán kép sau : 
16. ÍÍxdxdy, D là miền như hình BT 8.2. 


D 
17. [[-—_““Ä.—. Ph phần mặt 
2 2 2 
D šn -x“ny 
tròn tâm O(0, 0), bán kính a, nằm 
trong góc phần tư thứ nhất. Hình BT8.2 








2 
18.. [[ S Di rjÊi giới hạn bởi các đường y = Ã_ và y = x. 
pXế+y 2 


19, | Í” Ÿdxdy, D là miền tam giác cong giới hạn bởi các đường y” = x, 
D 


x=0vày=]. 


Chuyển những tích phản kép dưới đây sang hệ toa độ cực và xác định các 
cận lấy tích phản theo r và theo ợ: 


20. [[f(x.y)dxdy, D là miền tam giác, giới hạn bởi các đường y = x, y = ~x 
D 


và y= ]. 
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l 1 2. x 

21. [dx [(3) 22. [dx [f(jx? + y)dy. 
-Ì x2 š 0 0 

Chuyển sang hệ toạ độ cực, tính những tích phân kép sau : 


3. Í[(X7 + y”)dxdy, D là miễn giới hạn bởi đường tròn x” + yˆ = 2ax. 
D 


24. [[\|1 — x” — y?dxdy, D là mặt tròn, tâm tại gốc O, bán kính 1. 
là 


25. co D là miền vành khăn, nằm giữa hai đường tròn x” + y?= 
D \x? +y? 
Và x” + ⁄ =4. 


R R7„x? 
2%. [dx Í Ind+x?+y2)y. 
0 0 


Tính thể tích vật thể giới hạn bởi các mặt : 
27.y= ⁄x,y =2x%, X+z=6,z=0. 


28.z=2x?+y + 1x +y.= ] và các mặt toạ độ. 
Šx+y=a,y=0,z.=0 (a >0) 
Chuyển gia hệ toạ độ cực, tính thể tích vật thể giới hạn bởi các mặt : 


29.x+y+z=a,3x+y=a, 


30. 2az = x? +YP, x? +y? +z?=3a? (a>0). 

31. x” + yŸ =2ax, z= 4x2 + y2, z=0(a>0). 
Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường : 
32. y” = 4ax, x + y=3a, y=0 (y>0, a >0). 
33.y=2",y=2 7? y=4. 

34. r = asin3. 


35. Tính diện tích phần mặt phẳng 6x + 3y + 2z = 12 ở trong góc phần tám 
thứ nhất (x > 0, y > 0, z > 0). 
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36. Tính diện tích phần mặt parabôlôit z = + y nằm bên trong mặt trụ 
x?+ y =1. 
37. Tính diện tích phần mặt cầu x?+ y + z2 = R” nằm bên trong mặt trụ 
2 021-— 
X“+y =Rx. 


14 ọ na? 12 
1c. 2a: $.—— Á. se. 


tn 


` ly [fœ.vax hoặc Í&x[Re.vy. 
0 0 0 0 


= 


L1 lLx 
- Jdy|f(@&,y)dx hoặc [dx [f(x,y)dy. 
0y 0 0 
1Ð 2-y  NG: 2 2x 
lay Ỉ f(x,y)dx hoặc Íax Ífœ.y)dy + Íax Í f(x,y)dy. 
00 0 0 10 
2 2x+3 


§. Íqx Í f(x,y)dy hoặc 
1 2x 


hài 


4 Ỹ 5 2 7 2 
lay [fœ.y)4x + Íay [fœ.y)ax + Í4y Ị f(x,y)dx. 
2 1 4 1 $ = 


Ly z5 d2? 
Íy [†Œ«y)x+ [áy f(x.y)dx hoặc 
0 


-_y 1 . 2—y? 
0 d2? 1 đ2-x2 


{4x ƒ f&y)dy+ [dx [ fGyMy. 
0 


X 


bu 


¬ —x 


10. y=x2,y=x+0,x=l,x=3. 1Ly=0,y=425 x2, x=0,x=3. 


2 2 2 3 1 
S226 c0 
12.x= T=l,x<2-ÿ. 13. [dy [f(%,y)dx + [dy [fŒœ,y)dx. 

0 y 2y 

3 3 
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ÝI—x? 


14, [& Ï fŒ.yMdy + [®x Í œ.yMy. 
-I 


0 0 0 
8ó li 
1 

15. Ï dy ƒ fŒœy)dx 16. c. 

0 y 

Tra 1 
17. -—. 18, In2. 19. 7 

‡x.. TL. 

4 sine 
20. ldo Í f(r cos@,r sin @)rd. 

T1 0 

3 

+ _Sing_ . 1 = 

rì cos2p + sine cos2@ 
21. [fqsedo Ị rdr + [tssee Ji Jrseas | rủr. 

0 0 

ẩ c 
” _2_ 
3Ã es@ 
3. 2 

22. lao Í rf(r)dr. 23. — na”. 24.sa. 

0 0 
25. 2m. 26. HH + R2)In(1 + R?) — R2]. 

484/6 3 a 
21. TS. 28.2 29. 1e. 

“J5 — 5), 31, 22a2 32. 122 
9 3 
33.12-— — +4, 78” 35. 14 
2In2" tƯẠ Y2 

36. s65 Sfj 37. 2R( ~ 2). 
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ỨC 


Chương IX : 
TÍCH PHÂN ĐƯỜNG 


ca đứa", uẽu sầu 


— Chương này trình bày các kiến thức cơ bẫn về tích phân đường : định 
nạtĩa, các tính chất, cách tính tích phân đường, quan hệ giữa tích 
phân đường dọc theo một đường cong kín với tích phân kép trong, miền 
giới hạn bởi đường cong kín áó (công thức Xóm và một số ứng dung 
của tích phÂn đường. 


— Đinh viên cần nắm vững các khái niệm ấy, tính được tích phân uường, 
vận dụng được một cách DỊP hoạt công thức Green trong tình tích 
phân đường và đặc biệt hiểu được Xe»Ã sắc điễu kiện cần và đủ 4ể tích 


BIẨN đường dọc theo một cuna AB (Aô ) không phụ thuộc vào AB mà 
chỉ phụ thuộc hai mứt A và ĐÖ, 


§1. BÀI TOÁN DẪN ĐẾN KHÁI NIỆM TÍCH PHÂN ĐƯỜNG : 
CÔNG CỦA MỘT LỰC BIẾN ĐỔI 


Giả sử cần tính công À của một lực E tác dụng lên một chất điểm M 
chuyển động trên cung cong phẳng từ B đến C. Lực F = F(@M) = F@Œ&y) 


biến thiên liên tục dọc theo BC và có các hình chiếu xuống hai trục Ox và 
Oy là P(x, y) và Q(x, y) (chúng là những hàm số liên tục trên BC ). Ta có 


F(M) = FQœ,y) = Pœ&.y)ï + QG,y)) 
trong đồ ĩ và j là các vectơ đơn vị trên hai trục Ox và Oy. 
Chia BC một cách tuỳ ý thành n cung nhỏ bởi các điểm chia B = Bọ, Bị, 
ĐH — MT C có các độ dài tương ứng là Aso, As,... Asạ—¡. Xét cũng nhỏ thứ 
H., B,B,... Trên cung đó, vì độ dài As; khá bé nên có thể xem như lực F 


không đổi và bằng F(M,) với Mi, Tịị) là một điểm nào đó trên 5B... 
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Ngoài ra có thể coi B,B,„¡ như trùng với dây cung B,B,,, và chất điểm M 
coi như chuyển động thẳng trên dây cung B,B,„¡ (hình 9.1). Do đó, công do 
lực F tạo nên khi chất điểm M chuyển động dọc theo B,B, +¡ gần đúng bằng 


|F(M,||B;B,„,|eose, = E(M,).BB,.. 


i+I 

= P(6,,n¡)Ax¡ + Q(;,nị)Ay;, 
trong đó œ là góc giữa E(M;) 
và B/B,.., ÂXi = Xi — Xị Và 
Ay¡ = Y¡¿¡ — Y¡ là các hình chiếu của 
B,B,.¡ ¡Ö¡,¡ Xuống hai trục Ox và Oy; 


công do lực F tạo nên khi chất 
điểm M chuyển động dọc theo 
cung cong phẳng từ B đến C gần 
đúng bằng 





An=P(ŒG, Tịo)Ax¿ + Q(&o, Tịo)Ay„ + 
+ P(ÊnTp› fÌạni)ÂXa—r + Q(Én—› TÌn~L)ẤYg—| 


TI~ 
= 2 ,ÍP(¡.n,)Ax; + Q(¡,ni)Ay,} 


i=0 
v * ¬ ñ LG. + . 
Dê thấy rằng khi tăng số phần chia n lên, sao cho các B;B;,¡ càng nhỏ lại 


thì sự khác nhau giữa A và A„ càng ít. Do đó, hiển nhiên công A do lực Ể 
tạo nên xem là giới hạn của A„ khi n —> +eo sao cho maxÁs, —> 0. Vậy 


n-] 
A= limA, li P(Œ,,n,)Ax, + QŒ.„,)Ay,Ì. 
San on ciếp VI?) LAONHPUNN 
({n->+o) (n->+o) 
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§2. ĐỊNH NGHĨA TÍCH PHÂN ĐƯỜNG 


Cho hai hàm số P(x, y), Q(x, y) xác định trên cung cong phẳng BC. 
Thực hiện các bước sau : 


1. Chia tuỳ ý BC thành n cung nhô bởi các điểm chia B = B,„ Bụ, Bọ,.... 
Bạ = C có các độ dài tương ứng là Asu, ÁSI, .... ÁSu_. 

2. Trên mỗi cung nhỏ thứ ¡ (8;B,.) lấy một điểm tuỳ ý M;GŒ¿, Tị) và 
tính : Pé,, TỊ)AX; + Qế,, TỊ)AY; q = 9, 1. si — D, trong đó Ax, =Kj+) — Xị 
Và Ay = y¡,¡ — yị là các hình chiếu của vectơ B,B,„ lên hai trục Ox và Oy. 

3. Lập tổng 

n-l 
lạ= 3 [PŒ,n¡)Ax; + Q(E,,n,)Ay,} 
i=0 
4. Tìm giới hạn của Ï„ khi n —> +œ sao cho maxAs;, —> 0. 
Nếu tổng I„ tiến đến một giới hạn xác định, the phụ thuộc vào cách 


chia BC và cách chọn điểm M; trên mỗi cung nhỏ B,B ¡B,.¡ thì giới hạn đó 
được gọi là :ích phân đường của hai hàm số P(x, y), Q(x, y) dọc theo cung 


cong phẳng từ B đến C, ký hiệu là bị P(x,y)dx + Q(x,y)dy. Vậy 
BC 


du yMx + QŒy)dy = 1m. nề P(¡,n,)Ax; + Q(É¡,nị)Ay¡- 


Ý He Mày 


Người ta chứng minh được rằng : nếu cung cong phẳng BẺ trơn và nếu 
các hàm số P(x, y), Q(x, y) liên tục trên BC thì tích phân đường tồn tại. 


Trở lại bài toán dẫn đến khái niệm tích phân đường và dựa vào định 
nghĩa tích phân đường vừa nêu, ta có 


A=_ lim SP, m)Ax, t+Q¡n)Ay¡ = [PŒy)dx+QG,y)dy., 
EU ¡=0 BC 


101 


Chú ý : 1. Từ định nghĩa dễ thấy rằng : Nếu ta đổi chiều trên cung cong 
phẳng từ C đến B thì các hình chiếu của vectơ B,B... ¡B¡„¡ lên hai trục Ox và Oy 
đổi dấu, do đó 


] P(x,y)dx + Q(x,y)dy = BỊ P(x, y)dx + Q(x, y)dy. 
BC CB 


2. Trong trường hợp BC là đường ⁄⁄ ®) 
cong kín L (nghĩa là hai điểm B và C 
trùng nhau), ta quy ước chọn chiều ứ 7 
dương trên L là chiều sao cho một người 


đi dọc L theo chiểu ấy sẽ thấy miền giới 
hạn bởi L gần mình nhất ở vẻ bên trái; ——” 
chiều ngược lại là chiều âm (hình 9.2). Hình 9.2 


Ta thường ký hiệu tích phân đường dọc theo đường cong kín L theo 
chiều dương là 


đP(@.y)dx + Q(x,y)dy. 
L * 
3. Tích phân đường có các tính chất như tích phân xác định. 


§3. CÁCH TÍNH TÍCH PHÂN ĐƯỜNG 


Để tính tích phân đường ni P(x,y)dx + Q(x, y)dy, ta đưa về tích phân 


xác định. Giả sử Bề là một cung cong trơn, các hàm số P(x, y ), Q(@x, y) liên 
tục trên BC, Có hai trường hợp : 


1, Cung cong 8c được cho bởi phương trình tham số x = 0Œ), y = Œ), 
điểm Bứng với tp; điểm Cứng với tc, ta có công thức : 


`; P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 
BC 


tc 
= J[P(œ).v(9)e') + Q(@(0,w@))w'Đ]dt. — (@.) 


tp 
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2. Cung cong Bề được cho bởi phương trình y = f(x), điểm B ứng với 
X;, điểm C ứng với xe, ta có công thức 


*c 
LÍPŒ&yÿ)dx + QŒœ,y)đy = [IP@&f@œ)+QG,f@0f'G9ldx. — (92) 
BC Xg 

Chú ý. Nếu cung cong Bia một đoạn thẳng song song với trục Ôx, có 
phương trình y = yọ, Xp < x < xc thì dọc theo đoạn thẳng ấy các Ay; đều bằng 
không, do đó theo định nghĩa của tích phân đường, ta có (hình 9.3) 


Xc 
_Í PŒ&.y)dx + QG.y)dy = Í P&,y,)dk. (9.3) 
BC Xg 
Nếu cung cong BC là một đoạn thẳng song song với trục Oy, có phương 
trình x = Xọ, yp < y < yc thì với lý do tương tự trên, ta có 


Ỳc 
_[PŒœ.y)dx + QŒ,y)dy = [ Qœạ. váy. (94) 
BC Ỳp 


C 





Nình 9.3 
Ví đụ ï. Tính 


Ị= dx — xdy, 
| bài xảy 


BC là nửa đường tròn có phương 
trình tham số là ; x = acost, : 
y =asint (0 <t< tỳ, NẠP th 


Ta có : dx = -asintdi, dy = acostdt, tp = 0, tc = (hình 9.4), do đó theo 
công thức (9.1) : 
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TL 
I= Jya — xủy = la sỉn t(—a sint) — a cos t(a cost)]dt 
BC ' 0 


` Lá 
= -a? [at = -a?t| = —na2, 
0 
Ví dụ 2. Tính 


I= [xydx + (+ y)dy, 
L 

trong đó L là : 

a) đoạn thẳng nối hai điểm O (0,0) và A(1,1) ; 

b) cung parabol y = x” nối hai điểm đó ; 

c) đường gấp khúc OBA (hình 9.5). 

Giải: 

a) Phương trình đoạn thẳng nối hai điểm O(0, 0) và A(1, 1) là y = x với 
0<x<1.Dođó dy =dx và theo (9.2) ta có 


1 
0 





l 3 
I= xydx +(x+y)dy = jœ? + 2x)dx = Ế + z2] . 
h h 3 3 

b) Phương trình cung parabol nối hai điểm O(0, 0) và A(1, 1) là y = x?, 
với 0 < x < 1. Do đó dy = 2xdx và theo (9.2) ta có 
'_17 
0 12 





1 : 
1= Jxyax +(Œx+y)dy = Ị* +(x+x2)2x]dx = (ậ~ +ấx”] 
L 0 4 3 


c) Đường gấp khúc OBA gồm hai đoạn y 


OB và BA có phương trình khác nhau, 
do đó 


I= Íxydx +(x+y)dy 
L 





y=0 
Hình 9.5 


= _[ xydx +(x+y)đy + _J xydx +Œx+ydy. g 
QB BA 


Phương trình đoạn thẳng OB là y =0 với 0 < x < 1, do đó theo (9.3) ta có 
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1 
_J xydx +(x+y)dy = jx.0.ax =0. 
OB 0 


Phương trình đoạn thẳng BA là x = 1 với 0 < y < 1, do đó theo (9.4) ta có 


3 


1 
I 1 
_J[xydx+ (+ y)dy= ƒq +y)dy = nh + vì . 
0 


BA 
Vậy 


3 
Iz 7- 
Ví dụ 3. Tính 
l= J2xydx + x?dy, 
L 
trong đó L là các đoạn đường cong cho trong ba trường hợp của ví dụ 2. 

Giải: 

a) Trên đoạn thẳng y = x với Ö < x < I, ta có đy = dx và 


l;=1- 


! 
I= [(@2x? + x”)dx = x 
0 
b) Trên đoạn parabol y = xỶ với 0 < x < l, ta có dy = 2xđx và 
1 
1 
I= j¿x + 2x”)dx = x*|= 1. 
0 
€) Trên đoạn thẳng OB y = 0 với 0 < x < l, ta có 
1 
_[2xydx +x”dy = [2x.0dx =0. 
ÓB 0 
Trên đoạn thẳng BA x = l với 0 < y < I, ta có 
1 1 
I 
_J2xydx + x?dy = [#sy = lay = v[o= 1. 
BA 0 0 
Vậy 


I= [2xydx +x”dy + _[2xydx +x?dy =I, 
OB BA 


105 


"đan 


Qua ví dụ trên, ta thấy nếu tính tích phân đường đã cho đọc theo mọi 
đoạn đường cong L khác nối liền điểm O và điểm A, giá trị của tích phân 
đường vẫn luôn bằng 1. Như vậy, tích phân đường đã cho không phụ thuộc 
đường cong lấy tích phân, mà chỉ phụ thuộc vào điểm đầu O và điểm cuối A. 

Ví dụ 4. Tính 


I= Íxydx, 
N ; 

trong đó L là cung parabol x = y nối hai điểm A(1, =1) và B(1, 1) (hình 9.6). 
Giải: 


Ta có : x = y”, dx = 2ydy, yA = —1, yg = và 


l= Íxydx = [y*y2my 
L ¬ 


Ị 5 
= Ä2y  _# 
Kiiàc = + Ki = sử 


Chú ý rằng trong ví dụ trên, ta đã 
dùng công thức tương tự công thức (9.2) 
đối với trường hợp cung cong BC được 
cho bởi phương trình x = g(y), điểm B 
ứng với ypg, điểm C ứng với yẹ. Khi đó 
trong tích phân xác định ở vế phải, ta Hình 9.6 
xem y là đối số và có 





*c 
JP(.y)dx + Q(%,y)dy = [ IP@),.vg'0)+Q60).y)ldy. (65) 
8Š Yp 
Tất nhiên, trong ví dụ trên ta cũng có thể tính I bằng cách đưa về 
tính tích phân xác định theo x (công thức (9.2)), nhưng khi đó ta phải chia 
AB thành hai cung AO và Ó8 có phương trình lần lượt là y = -x và 


y=vx,và 


_ 0 3 1 3 
5 5 4 
I= |xydx = dx+ | xydx = - |x2dx + |x2dx =~. 


106 


§4. CÔNG THỨC GREEN 


Công thức Green là công thức liên hệ giữa tích phân đường dọc theo một 
đường cong kín phẳng L và tích phân kép lấy trong miền D giới hạn bởi đường 
cong kín L. 

Định lý 9.1. Nếu các hàm số P(x, y), Q(x, y) và các đạo hàm riêng cấp 
một của chúng liên tụctrong miền D thì ta có công thức Green : 


ôQ _ âP ị 
J 3~ | = Liệu: + 0đy, 6) 


trong đó L là đường cong kín, biên của miên D và chiêu lấy tích phân trên 
đường cong L là chiêu dương. 

Chứng minh: Giả sử D là miễn đơn 
liên và mọi đường thẳng song song với 
các trục toạ độ cắt L không quá hai điểm 
(hình 9,7). 

Theo công thức tính tích phân kép 
trong miền Ð, ta có 






ôP ho ý2CĐap b 
—d*dy = |d —ủy, kề 
lã Ị Si! äy : Hình 97 


trong đó y = y;(x) là phương trình cung cong AEB, y = y¡Œ) là phương 
trình cung cong ACB : 
Tính tích phân ở vế phải, ta có 
y=yz() b b 
y=yiœ) đX = ÍPœ ya(%))dx — ƒPœy, (x))dx. 
a 





b 
ðP 
=—dxủdy = |P(x,y) 
J§«e-ier 
Nhưng theo cách tính tích phân đường : 


b 
ƒPœ.y;Gœ)dx = _] P&y)ax, 
ä AEB 


b . . 
~ ƒP(Œ.y())dx = NĨ | P@&x,y)dx = _] P&y)0ax. 
a BCA 


ACB 
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Do đó 


ØP 
Í[_axdy = 
p 
Tương tự trên, ta có 


[a4 = dQ(&,y)dy. 
D ì L 


P(x,y)dx = -đP(x,y)dx. 
AEBCA L 


Từ hai kết quả trên, suy ra công thức Green. 

Người ta cũng chứng minh được rằng công thức Green vẫn đúng trong 
trường hợp D là miền đơn liên và mọi đường thẳng song song với các trục 
toạ độ cắt biên L của nó nhiều hơn hai điểm (hình 9.8), hoặc D là miền đa 
liên. Cần nhớ rằng trong trường hợp D là miền nhị liên như hình 9.9, vì biên 
L của miền D gồm hai đường cong kín Lị và L¿ rời nhau nên chiều dương 
trên L phải chọn theo quy ước đã nêu trong chú ý 2 của §2, nghĩa là chiều 
dương trên L¡ là ngược chiều kim đồng hồ, còn chiều đương trên L„ là thuận 
chiều kim đồng hồ. 

y 


Z 


Hình 98 Hình 99 
Ví dụ 5. Dùng công thức Green tính 





I= đ- X?ydx + xy?dy, 
L 
trong đó L là đường tròn x?+ y'=R? lấy theo chiều ngược chiều kim đồng hồ 
(hình 9.10). 


Ta có ; 


Lo) 
Pœ, y) = —XỶY, Q&œ&, y)= xy!, Š = _X?, 
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Áp dụng công thức Green (9.6), ta có 
I= đ- x2ydx + xy?dy 
L 


= [[+? + y? )dxdy. 
D 


Đổi sang toạ độ cực, thay x = rcos@, 
y = rsino, dxdy = rdrdọ, ta có 





2n R 
I= [[r ardo = [do Íra 
D 0 0 
+ r4 R Rf 2m 
Bộ XïŠ at 5Ì lạ nà JỆ 





§5. ĐIỂU KIỆN ĐỂ TÍCH PHÂN ĐƯỜNG KHÔNG 
PHỤ THUỘC ĐƯỜNG CONG LẤY TÍCH PHÂN 
Qua các ví dụ 2, 3 của §3, một câu hỏi được đặt ra là : Các hàm số P và 
Q cân phải thoả mãn những điều kiện gì để tích phân đường JP? + Qdy 
7 AB 


không phụ thuộc vào đường cong nối hai điểm A và B mà chỉ phụ thuộc vào 
điểm đầu A và điểm cuối B ? 


Trước hết ta nhận xét rằng : Í Páx + Qảy không phụ thuộc vào đường 
AB 
cong nối A, B mà chỉ phụ thuộc vào hai điểm A, B khi và chỉ khi 
4 Pảx + Qảy = 0 với mọi đường cong kín Ì đi qua hai điểm A, B. 
i 


Thật vậy, giả sử "ị Pdx + Qdy không phụ thuộc vào đường cong nối hai 
AB 
điểm A, B. Khi đó 
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J Pdx + Qdy = vÌ: Pdx. + Qdy () 
ANB AMB 


trong đó AMB và ANB là hai đường cong 
bất kỳ nối A và B (hình 9,11), Suy ra 


Pdx+Qdy— { pạ s 
m x +Qdy BỆ x#+Qdy = 


AMB 





= _] Pdx+Qay + _] Pdx+Qay 
ANB BMA 


Hình 0.1] 


= | Pdx + Qdy = đPdx + Qdy =0, œ@%) 
ANBMA ị 
Ngược lại, nếu 4 Pdx + Qdy =0 với mọi đường Cong kín ¡ thì từ (**) dệ 
† 


dàng suy ra (*), nghĩa là ƒ Pdx + Qdy không phụ thuộc vào đường cong nối 
AB 
hai điểm A và B.M 
Từ nhận xét trên, ta đi đến định lý sau. ' 
Định lý 9.2. Cho hai hầm số P(x y), Q(x, Y) liên tục và có đạo hàm 
riêng cấp một liên tục trong một miễn đơn liên D. Điêu kiện cân và đủ để 


tích phân đường "| Páx + Qây, trong đó AB là một đường cong nằm trong 
AB 


t „ V{x, y) c D. (7) 


Chứng mính: Từ nhận xét trên, ta chỉ việc chứng minh rằng điều kiện 
cần và đủ để tích phân đường đPdx + Qdy = 0, trong đó / là một đường 
‡ 


cong kín bất kỳ nằm trong miền D, là điều kiện (9.7) được thoả mãn trong 
miền D. 
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Điều kiện đủ. Giả sử điều kiện (9.7) được thoả mãn trong miền D. / là 
một đường cong kín bất kỳ nằm trong D. Gọi d là miền giới hạn bởi /. Áp 
dụng công thức Green (9.6), ta có 


ôQ øP 
Pdx + Qdy = Š-5Š)ee. 
3 HỆ ôy 
u9.œ 


Ln % tại mọi điểm trong miễn đ nên tích phân kép ở vế phải bằng 
không, và do đó 


đPdx + Qdy =0. 
ỉ 


Điêu kiện cân. Giả sử (| Pdx + Qdy.= 0, ¡ là đường cong kín bất kỳ nằm 
h 


trong miền D, cần chứng minh koÓ T4 tại mọi điểm trong miền D. 


Ôx 
Dùng phản chứng, giả sử tại một điểm M trong miền D ta có ? >0 
: : ôQ ðP : : 
(trường hợp < 0, chứng minh tương tự). Vì — % là một hàm số liên tục 
š ; AT „0Q ðP So 
nên tồn tại một miền lân cận d của điểm M, trong đó 1n % >0. Gọi 7 là 
đường cong kín giới hạn miền d, dùng công thức Green, ta có 
-(#3_# 
dạn + Qdy = Ị > ay Ji, 
; ôQ ðôP : n ` 3 ñ 
Vì trong miền d, N3 > 0 nên tích phân kép ở vế phải đương, và do đó 


tích phân đường ở vế trái cũng dương. Điều này trái với giả thiết của điều 
kiện cần. Vậy, tại mọi điểm trong miền D, ta phải có 


3% 2H 
ôx ôy` 
Ví đụ ố. Tính 
x2dx + y?dy R 
OAB 
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NNG 
trong đó OAB là nửa đường tròn 
x” + yˆ = 2x nằm ở phía trên trục Ox 
(hình 9.12), 


Ta có : 


P(, y) = x”, Q(x, y) = y2, 





ôx "Øy Hình 9.12 
tại V(x, y) € RỶ, và tích phân đường đã cho không phụ thuộc vào đường 
cong nối hai điểm O và B. Để tính tích phân đường đã cho được đơn giản, ta 


thay nó bằng tích phân đường lấy trên đoạn thẳng OB của trục Ox. Trên 
đoạn thẳng này y = 0, 0 < x <2, nên : 


2 
2 2M. 2 2qv - Ív2ay ÄĂ” 
| xdx +y 4y = [xqx +yÖdy = [xá =Ã 
OAB OB 0 


Ví dụ 7. Tính 





q_—= + xủy 

Ũ Kˆ+ y? › 
L là đường cong kín, trơn, trong 
hai trường hợp : 


a) Gốc O nằm ngoài miền D 
giới hạn bởi L (hình 9.13) 


b) L bao quanh gốc O, 


Giải: a) Ta có 











y X 
P(x, y)= ›Q(,y)= § 
x? + w? 2 2 


trong đó P, Q, về liên tục v: 


s|ð 


= Š tại mọi điểm (x, y) e D. Do đó 
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—ydx + xdy 
4 DIEBE nàn 

.- É Xếty 
b) Nếu L bao quanh gốc O, ta không áp dựng định lý 9.2 được vì P, Q, 


GuẾU.52 gián đoạn tại gốc O. Ta vẽ một đường tròn C tâm tại gốc O, bán 
âyˆ`ôx 


kính R đủ lớn để nó chứa L ở trong và không cắt L (hình 9,14). Phương trình 
tham số của đường tròn C là 
x = Rcost, y = Rsint (0 <t< 2n). 


ấp 


Các hàm số P, Q, ầy = liên tục 


„ớP 4Q A2 2h Ấn 
lắc ¬êx ES trong miền nhị liên D 


giới hạn bởi hai đường cong kín L 
và C. Áp dụng công thức Green 
vào miền D, ta có 





= đPdx + Qdy - đPdx + Qdy. 
E L 


Hình 914 
Suy ra l 
2m R z 
đPax + Qdy = đPux +Qáy =  n ) + na \ 
LŨ ẻ "ng R“ cos“ t + R” sin? t 
2m 
= la =2 
0 
xá sấu là cần ái ca 0P đQ...... S3 
Chú thích: 1. Ta biết rằng điều kiện Ta là điều kiện cần và đủ để 


biểu thức Pdx + Qdy là một vi phân toàn phần (§2, chương VIỊ). Vì vậy định 
lý 9.2 còn có thể phát biểu như sau : 


Cho hai hàm số P(x, y), Q(x, y) liên tục và có đạo hàm riêng cấp một 
liên tục trong một miền đơn liên D. Điều kiện cần và đủ để tích phân đường 


] Pdx + Qdy, 
AB 


113 


trong đó AB là một đường cong nằm trong D, chỉ phụ thuộc hai điển A và 
B mà không phụ thuộc đường cong nối A với B là trong miên D biểu thức 
Páx + Qảy là một vi phân toàn phân. 


2. Nếu P(x, y), Q(x, y) liên tục và có đạo hàm riêng liên tục trong một 
miển đơn liên D, Pdx + Qđy là vi phân toàn phản của hàm số 
f(x, y) trong miền D thì 


KÍ Pdx + Qúy = f(B) - f(A), 
AB 


AB h một đường cong bất kỳ nằm trong D. 


` 


§6. ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN ĐƯỜNG 


6.1. Công của một lực biến đổi 


Như đã biết trong §1, công A của một lực FŒ,y) = Pœ&,y)Ï+ Q(x,y)j 
tác dụng lên một chất điểm M chuyển động trên cung cong phẳng từ B đến C 
được tính bởi công thức : 


A= JP@&ywx +QQ@,y)dy. (948) 
BC 


Ví dụ 8. Tại mỗi điểm Míc, y) trong 
mặt phẳng Oxy có một lực FŒ&,y) = 
~XVi + (uïng Y)ƒ. Tìm công A của lực 
F khi điểm đặt chuyển động trên 
parabol y = x” từ điểm O(0, 0) đến điểm  „ 
B1, 1) (hình 9.15). Hình 9.1 


Áp dụng công thức (9.8) ta có 





L 
A= J-xyax +@?+ y)dy= J-x#? + œ&? + x2)2x]dx 
OB 0 


Ị 4 
= xà =3 — b= 


+| 


9 
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6.2. Diện tích hình phẳng 


Giả sử cần tính diện tích S của miền D, giới hạn bởi đường cong kín L 


trong mặt phẳng Oxy (hình 9.16). Muốn thế, ta áp dụng công thức Green cho 
miền D và có 


öôQ ðP 
—— —¬ H⁄dy = dPdx + Qdy. 
ff- hs =4 


Nếu chọn P = - y, Q = x, từ đẳng 
thức trên, ta có 


y 


_ñ1 
S= ;J‹ -ydx. . (9.9) 





Nếu chọn P = 0, Q = x, ta có công thức Hình 9.1ó Š 
S= đxảy. (9.10) 
L 


Nếu chọn P = y, Q = 0, ta có công thức 
S= -đydx. (9.11) 
L 


Ví dụ 9. Tính diện tích hình phẳng giới 
_hạn bởi các đường cong y = 2— x” và y= X 
(hình 9.17). 


Áp dụng công thức (9.1 1), ta có 





AOB ØcA Hình 977 
Phương trình đoạn thẳng AOB là y = x với xạ = ~2, xp = 1; phương trình 
đoạn đường cong BCA là y= 2— xˆ với Xg= ], Xa = —2, do đó 


se [acc Je- x?)dx = =) ,-[z-#) 





Kết quả này ta đã tìm được khi dùng tích phân kép tính điện tích hình 
phẳng trên (xem lại ví dụ 6a, mục 6.2 chương VỊ). 
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§7. TÍCH PHÂN ĐƯỜNG TRƠNG KHÔNG GIAN 


Tích phân đường trong không gian được định nghĩa như tích phân đường 
trong mật phẳng. Cho ba hàm số P(x, y, Z), Q(x, y, Z), R(x, y, z) xác định 


trên cung đường cong ro trong không gian. Chia BC thành n cung nhỏ bởi 
các điểm chia B = Bạ, Bị, B,.... Bạ = C. Trên mỗi cung nhỏ B;B,.¡ lấy một 
điểm tuỳ ý M:(š;, rịị, š;). Lập tổng 


l,= Š [Pếi, nụ, §)Ax; + Q(ớu, nị, š)Áy, + R(G, nụ, E)Az,], 
¡= Ệ 

trong đó Ai = Xi) — Xị AYi = Yiyt — Yo A2; = Zj,¡ — z¿ lần lượt là hình chiếu 
của vectơ B;B,,¡ lên ba trục Ox, Oy, Oz. Nếu khí n —> + sao cho ImaXAs, —> 0 
(As¡ = độ đài của cung B;B,..) mà I„ dân tới một giới hạn xác định I, không 
phụ thuộc vào cách chia cung BC và cách chọn điểm M, trên mỗi cung 
B,B,. thì Ï gọi là rích phân đường của các hàm số P(x, y, 2, Q(, y, 7), 
R(x, y, z) đọc theo cung BC. Ký hiệu là 


lÍ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz. (9.9) 
BC 


Người ta chứng minh được rằng nếu cung BC trơn và nếu các hàm số 
P(x, y, z), Q(x, y, z), R(Œ, y, z) liên tục trên BC thì tích phân đường (9.9) tôn tại. 
Nếu BC là một cung trơn trong không gian, có phương trình tham số 

x =x(Ð), y = y(t), z = z(), 
điểm B ứng với giá trị t› cửa tham số, điểm C ứng với fc, các hàm số P(x, y, z), 
QŒx, y, z), R(, y, z) liên tục trên Bề ; ta có công thức tính sau 


] P(,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = 
Bề 


tc 
=. |[P@&(.y(),z9)x'@) + Qầœ(0,y(),z(00y'4) + 
tp 


+R(x(,y(),z(9))z')]dt (9.10) 
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Ví đụ 10. Tính 1= [yzdx + zj|R? - y?dy + xydz, L là đường xoắn 6 
L 
trụ tròn xoay : 
' Ặ at 
x = Rcost, y = Rsint, z = 3 


từ giao điểm với mặt phẳng z = 0 tới giao điểm với mặt phẳng z = a. 
Giải: 


Doz= m khi z biến thiên từ 0 đến a thì t biến thiên từ 0 đến 2x. Ta có 


x = Rcost Đ x'\() = —Rsint ; 
y = Rsint  y') = Rcost ; 


2n 
Theo công thức (9.10), ta có 


2m 
1= l[Š$¿n t(—Rsint) + 2 vn? cos”1.R cost + R2 sint cost.s" lá 
H 2 2m 2n 


at tuc LÁT 
Z=—=z(Ù0= S 


T( 


R?a 27 
“=> {Ctsin? t + t|cost|cost + sỉntcost)dt. 
h 


cost khi 0 < t< Š hoặc << 2m 


Vì lcost| = : 2 
7t 7T 
~cost khi — <t <—— 
2 2 
nên ta được 
TU 
2m 2 
{Ctsin?t + tÌeost|eost)dt = [t(cos? t ~ sin? t)dt + 
0 0 l 
3x 


`. 2n 
+ lÏ (—L)(in? t + cos? t)dt + Í t(cos? † — sin? t)dt 
Ị 3 
Ð 2 
ân 


3 HN. 
= Ítcos2t- Ti + Ítcos2tdt. 
0 bả 


3 ấn 
2 2 
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Để tính các tích phân thứ nhất và thứ ba ở vế phải, ta dùng phương pháp tích 
phân từng phần. Đặt u = t, dự = cos2tdt, ta có du = dt, v = 3 sôi. Do đó 











2n 1 1 ke 1 ái 
ÍCtsin? + tJeost|eost)dt = ~(tsin2t + scos20)|2 --t?2|2 + 
2 2 s6 2 |m 
V 2 
đc. i 2m ] 2, Ì_ 2 
+ 2Œsin2t + cos2t) th 2 1 +5 =1“. 
2 
Còn 
d, TT 1 2n 
Ísintcostdt = 5 Ísin2t® = ~1e0s2t 9 =0. 
0 0 
Vậy 
xR?a 
I=— 2 
CÂU HỎI ÔN TẬP 


1. Định nghĩa và ý nghĩa cơ học của tích phân đường. 
2... Các tính chất của tích phân đường. 
3. Cách tính tích phân đường : 
a) Trong trường hợp đường cong lấy tích phân có phương trình y = f(x), 
aSx<Sb; 
b) Trong trường hợp đường cong lấy tích phân có phương trình tham số 
x=xŒ), y= yŒ),ftạ<t<t; 


c€) Trong trường hợp đường cong lấy tích phân là đường cong trong 
không gian. 


4. Phát biểu và chứng minh công thức Green. 


5. Điều kiện cần và đủ để tích phân đường không phụ thuộc đường cong 
lấy tích phân. 


6... Các ứng dụng của tích phân đường. 
7... Mệnh đề nào trong các mệnh đề sau là đúng ? 


1) Nếu AB có phương trình tham số là x = cost, y = sint, 0 < t < 7, thì 
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2_v2 
J Xydx +e"* "Ÿ đy =0; 
AB 


2) [x2 +y?)dx +(2y+1)xảy=S, * 
1 
3 là diện tích của miển giới hạn 
bởi đường cong kín j. 

3) Công của lực 1 

Ê = (4x + 3y)Ï +(3x + 3y2)j 

khi điểm đặt của nó chạy trên 
đường ABCD như ở hình vẽ bên 
bằng 0. 

4) Nếu hàm số f(x, y) có các đạo hàm riêng cấp một liên tục trong miền 
DC RỶ thì tích phân đường 





hị f,(x,y)dx + E (,y)dy, 
AB 


trong đó AB là một cung đường cong nằm trong D, không phụ thuộc 
đường nối A, B mà chỉ phụ thuộc A, B. 
Š)DÌhà miền {@&, y): 1 < x”+ yˆ < 4}. Nếu f(x, y) có các đạo hàm riêng cấp 
một liên tục trong D thì tích phân đường Ít (x,y)dx + @œ, y)dy=0, 
h 


với ƒ là một đường cong kín bất kỳ nằm trong D. 
6) Nếu f(x, y) có các đạo hàm riêng cấp một liên tục trong RỶ thì tích 


phân đường Íf(x,y)dx +fÿ(x,y)dy =0 với / là một đường cong kín 
¿ 


bất kỳ nằm trong IRỀ. 


BÀI TẬP 
Tính các tích phân đường sau : 


a) j (x? —2xy)dx + (2xy + y?)dy, AB h cung parabol y = xỶ từ điểm 
AB 
AQ, 1) đến điểm B(2, 4). 
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b) Í(xy — D)dx + x2ydy, L từ điểm A(1, 0) đến điểm B(0, 2) trong các 
L 


trường hợp sau : 
tơ) theo đường thẳng 2x + y = 2 ; 
B) theo cung parabol 4x + y? =4; 
y) theo cung elip x = cost, y = 2sint. 
€) đœ? + y?)dy ; L là chu vi của hình tứ giác có các đỉnh là A(@, 0), 
L 


B(, 0), C(4, 4) và D(0, 4). 


đ) đ xdy,, L là chu vi của tam giác tạo nên bởi các trục toạ độ và đường 
L 


thẳng 2 + Ễ =1, 


e Íoa — y)dx — (a — y)dy, L là cung xyclôit từ t = 0 đến t = 2z: 
L 


= a(t — sint), y = a(1 — cost). 


4 Gx+ 3) G -yMy HN 1 ga 22+ yÌ =äŸ, 
x? +y 





h) = 2dy — x ?dx 
L 


; L là một phần tư đường hình sao x = RcosÌi, 
_ + v 

y= RsinÌ\, từ điểm A(R, 0) đến điểm B(0, R). 
Dùng công thức Green tính : 


a) HP" + y?)dx +(x+ y)'dy ; L là chu vi của tam giác có các đỉnh 


TẾ 1), B@, 2), C(1, 3). Tìm lại kết quả thu được bằng cách tính trực 
tiếp tích phân đường trên. 


b) Hiệu của hai tích phân : 


=_ [ %+y}°dx—(x— yŸŸdy và ạ= HỆ. + y)”dx ~ (x — y)2dy, 
AmB AnBR 


xS 
te 
„e® 


trong đó AmB là đoạn thẳng nối điểm A(Ó, 0) và điểm B(1, L), AnB là 
_ cung parabol y = x” nối hai điểm trên. 


Ÿ.. Chol= đ(1- x?)ydx + x(I + y?)dy, L là đường tròn X°+y?= RẺ. Tính : 
L § 


a) Trực tiếp I ; 
b) I bằng cách dùng công thức Green. 
4.. Dùng công thức Green tính 
I= đŒxy + x + y)dx + ty + x— y)dy, 
L 


2 2 
Ll]àelip Ý 1. Tìm lại kết quả thu được bằng cách tính trực tiếp 
a2 b k 


2 
tích phân đường trên, 
Š. Tính 
h xì 
1= Je& + ycosxy)dx + ky + xy? —X+#+XxCosxy |dy, 
C 


€ là cung tròn x = ACOSt, y = asint, lấy theo chiều tầng của tham số t : 
0<t<rt,a>0, 


6. Tính: 
4) Jx?4x +y dy, AB là nửa đường tròn x” + yˆ = 4 nằm phía trên 
AB 
trục Ôx và lấy theo chiều kim đồng hồ. 


b) đycosxdx + sin xdy , L là đường tròn (x — + y =1. 
L 


7. Tìm hằng số a để 


(x+y)Ÿ 


không phụ thuộc vào đường cong lấy tích phân đối với các đường cong 
không cắt đường thẳng y = -x. Tính tích phân Ï với a tìm được và 
AQ,0), B(0, 1). 


I= Í (2+ 2xy + ay?)dx + (x2 — 2xy + y2)dy 
AB 
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19. 


11, 
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Các hình chiếu của lực F xuống các trục toạ độ là P = 2xy, Q = Lộc 


Chứng minh rằng công của lực E không phụ thuộc đường đi, mà chỉ 
phụ thuộc vào điểm đầu và điểm cuối. 


Tính công khi đi từ điểm B(1, 0) đến điểm C(0, 3). 


Tại một điểm M của clip : x = acost, y = bsint có tác dụng một lực F 
mà môđun bằng khoảng cách từ M tới tâm elip và hướng về tâm clip. 


, 


a) Tính công của lực E khi chất điểm chuyển động đọc theo cung clip, 
nằm trong góc phần tư thứ nhất, từ (a, 0) đến (0, b). 


b) Tính công của lực E khi chất điểm chuyển động dọc theo toàn bộ 
đường elip theo chiều dương. 


Dùng tích phân đường tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 
a) Đường parabol y = xŸ và đường thẳng y = 1; 
b) Đường axtrôit x = acos”t, y =asint. 
Tính tích phân đường trong không gian 
Íxy?dx + yz?dy — zx?dz 
L 
VỚI : 
a) L là đoạn thẳng nối điểm O(0, 0, 0) và điểm B (~2, 4, 5 
b) L là cung tròn AB trong không gian cho bởi phương trình : 
x?+ y2 +z2 =45 
2x+y=0 


(cung tròn AB là một phần của đường tròn giao tuyến của mặt cầu tâm 
O(0, 0, 0), bán kính 45 với mặt phẳng y = ~2x, nối điểm A(3, -6, 0) 
và điểm B(—2, 4, 5)). 


vn 
biet 
qQ 


Đóp số 
19 17 4 
1, 4) 402; Đ®1;8) 1 ¡1 ; 
c) 32 ; đ)3; ©) xa?, 
3 
B) ~2n ; h) TcnRŸR . 
4 š lÍ + 4 
2. 8) TS ;b) 3, SN. 
a? 2 
4. 0. 5, x> l3x(a —2)— 8a]. 
12 
6, 3) ;B)0, 7. ~2, 
8. 0. 9. sa) 2(82 ~ bổ) ¡ b) 0, 
HỒ.) 2 ;b) 5 má 1L. 3)91;b)—271,25, 
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Chương X 
CHUỖI 


<®ụa điah, uêu cầu 


Chương này trình bày các khái niệm cơ bận về chuỗi số như : chuỗi số 
hội tụ, phân kỳ, hội tụ tuyệt đối, bán hội tụ, cÁc quy tắc khảo sát øự 
hội tụ của chuỗi số, ứng dụng của chuỗi số vào tính gần đúng; trình 
bày những kiến thức cơ bẳn về chuỗi luỹ thừa như : bán kính hội tụ, miễn 
hội tụ, sự khai triển thành chuỗi luỹ thừa của một số hàm số thông 
đụng, các ứng dụng của chuỗi luỹ thừa. 

Sinh viên cần hiểu kỹ các khái niệm nêu trên, nắm vững các kết. quÃ cơ 
bận đỂ xét sự hội tụ của chuỗi số, tìm miễn hội tụ của chuỗi luỹ thừa, 
vận dụng thành thạo các kết auả đó vào tính ân đúng. 


§1. ĐẠI CƯƠNG VỀ CHUỖI SỐ 


4.1. Định nghĩa 
Cho dấy số uị, uạ,..., uạ,... Biểu thức 


°œ 
0 +2 +... +Un+...= 3, 0n 
n=l 


gọi là chuỗi số. Các số uị, uạ,..., uạ,... gỌi là các số hạng của chuỗi SỐ, 
uạ với n tổng quát gọi là số hạng tổng quát. Tổng của n số hạng đầu 


n 
Sạ=U/+U02+...+uy= 3 ty 
k=l 


gọi là tổng riêng thứ n của chuỗi số. Nếu sụ dân tới một giới hạn xác định s 
khi n —> eo, ta nói rằng chuỗi số hội r„ và có tổng là s. Ta viết 


œ 
S=Uy+0a+...+0n+...= Ð tụ. 
n=l 
Hiệu rạ = s — sụ gọi là phần dự thứ n của chuỗi số. Nếu chuỗi số hội tụ thì 
rạ —> 0 khi n —> œ. Chuỗi số gọi là phán kỳ nếu nó không hội tụ. 
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H 
sp 
bạ, 


“" 
4A 
tạ, 


Ví dụ ï. Xét chuỗi số sau gọi là chuỗi nhân 
Saq"T! =a+aq + aq” +... +aq” Ủ +..... với a z 0. 
n=l 
Giải: Ta có 
Sạụ=a+aq+aq” +... +aq”E, 
do đó 
đ5ạ = âq + q2 + ... + aq”. 
Trừ hai đẳng thức trên từng vế một, ta được 
Sa(1 = g)= a(1 — q). 
Do đó nếu q # I thì 





a 


Nếu lại < 1 thì q” — Q khi n —> œ, do đó sạ —> T~=a ' Yây chuỗi hội tụ 


và có tổng bằng nỉ 


Nếu lại > 1 thì lql” —> œ khi n —> œ, do đó s„ —> œ, vậy chuỗi phân kỳ. 
Nếu q= 1 thì sạ = a + a +.... + a = na —> œ khi n —> œ, chuỗi phân kỳ. 
0 nếu n lẻ, 
Nếu q=~l thì s„=a~a+... + (—1)”a= {  nhunA, 
a nếu n chấn 
do đó sạ không dần tới một giới hạn xác định khi n —> œ, chuỗi phân kỳ. 


Tóm lại, chuỗi số ›» aq"~È hội tụ nếu lại < 1, phân kỳ nếu lql > 1. 


Ví dụ 2. Xét chuỗi số 


" n.". 
nn~l) 2 6 ” nn-I) .” 


n<2 
Giải: Ta có 
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đo đó 








«-(-8:0-1)5-s(ch-JJa-g 

KV Áo 07/7 0À9/ 103 ñ=E.8/' :8<1: 

Khi n — œ thì $n ~> 1, vậy chuỗi đã cho hội tụ và có tổng bằng 1. 
1.2. Điều kiện cần của chuỗi số hội tụ 


Định lý 10.1. Nếu chuỗi số b3 tụ hội tụ thì số hạng tổng quát H„ dần 
n=l 
tới 0 khi n —> eo, 


œ 
Thật vậy, vì s„ = Sự + tr nên Uy = s„ — s„_¡. Nếu 3 uạ hội tụ thì sn và s„ 
n=i 


cùng dân tới một giới hạn khi n —» co, do đồ u„ = sự ~ sự; —> 0 khi n —> oo. 


=œ 
Hệ quả. Nếu u„ không đân tới 0 khi n —> eo thì chuỗi số 3u, phân kỳ. 


na] 


Thật vậy, nếu chuỗi $ uạ hội tụ thì theo định lý 10.1, u„ dần tới 0 khi 
n=l 
n —> œ, điều này mâu thuẫn với giả thiết. 


Ví dụ 3. Xét chuỗi số 





Š = =fv2¿  c= + 
ina<el- 3. 0ncT1.' s 


Vì lim 


n—œ ;PP _ 


Chú thích. Mệnh đề đảo của định lý 10.1 không đúng, tức là nếu un->0 





= h % 0 nên chuỗi phân kỳ. 


khi n —> œ thì chuỗi Š tạ không nhất thiết hội tụ. Xét chuỗi sau đây, gọi 
n=] 


là chuỗi số điều hoà - 


ST vu se 
cn, 2 3 7n” 


Rõ ràng số hạng tổng quát _ dân tới Ø khi n —> œ, nhưng chuỗi điều 
hoà phân kỳ. Thật vậy, ta có 
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Sạn —§ sẽ ca thất 
22. "n n+l n+2 ” 2n 


Vì với mọi n ta có 











1 re: 1 _a 1 sẽ12 
n+lˆ 2n'n+2“ˆ 2n`””2n~— 2n 
nên 
1 1 J n 1 
Sạn, £g S250 han Tân Con Su: @®) 


Nếu chuỗi số điêu hoà hội tụ thì lim (S;„ - S„) = 0, điều này mâu thuẫn 
Tn—<Ằœ 
với (*). Vậy chuỗi số điều hoà phân kỳ. 


1.3. Vài tính chất đơn giản của chuỗi số hội tụ 


œ “œ@ 
a) Nếu chuỗi số Š` u„ hội tụ và có tổng s thì chuỗi số Š` œu„ , trong đó 
n=l n=l 


œ là một hằng số, cũng hội tụ và có tổng as. 


SO œ 
b) Nếu các chuỗi số Ð`u„, Ð vụ hội tụ và có tổng theo thứ tự là s, s” 


n=k n=l 


sO 
thì chuỗi số b» (u„ + v„) cũng hội tụ và có tổng s + s” 
n=l 
c) Tính hội tụ hay phân kỳ của một chuỗi số không thay đổi khi ta bớt đi 
một số hiữu hạn số hạng đầu tiên. 


c3 
Thật vậy, giả sử sạ là tổng riêng thứ n của chuỗi số 3_uạ . Khi đó tổng 


n=l 


œ n 1 
riêng thứ n của chuỗi Š"œu, bằng 3 œuy = œ3 uy = œ$ạ, nó dân tới œs 
n=l k=l k=l 
khi n —> œ. Tính chất a) đã được chứng minh. Bạn đọc tự chứng minh các 
tính chất b) và c). 
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§2. CHUỖI SỐ DƯƠNG 


œ 
Chuỗi số dương là chuỗi số bà : trong đó u, >0, Vn > I. Vì 


n>xi 


Šn+i “Sn+a,.¡> Sn, Vn nên dãy {sạ} đơn điệu tăng. Do đó nếu dãy số {sạ] 


So 
bị chặn trên thì tồn tại im Ša› tức là chuỗi số Šˆu hội tụ. Nếu dãy số 
Tìoọœ 


2.1. Các định lý so sánh 


Các định lý sau BIÚp ta xết sự hội tụ hay phân kỳ của một chuỗi số dương 
bằng cách so sánh nó với một chuỗi số mà ta đã biết là hội tụ hay phân kỳ. 


œ œ 
Định lý 10.2. Cho hai chuỗi SỐ đương ĐH, 3w, trong đó w„ <v„, 


„=l #=l 


Ví >7. 


œ S% 
8) Nếu chuỗi số >, Vạ hỘi tụ thì chuỗi số > tụ Cũng hội tụ, 


#=l 1=] 


cœ œ 
b) Nếu chuỗi số bà H, phân kỳ thì chuỗi số ĐÀ V„ Cũng phân kỳ. 


„=Ị ”=] 


n n 
Chứng mình: Vì In ŠVạ, Vn > l nên b3 Mụ < >3 Vy 
k=l 


%œ : HỊ 
a) Nếu chuỗi số › Vạ hội tụ và có tổng ơ thì ›š Vụ SƠ, Vn > I, đo đó 
n=l k=l 
n % R 
)23 ỦL <Ơ, Vn > |, Dãy các tổng riêng của chuỗi », tạ bị chặn trên nên 
k=l 


n=l 


chuỗi số ấy hội tụ. 


œ n 
b) Nếu chuỗi số >>”u„ phân kỳ thì Ð "uy —› œ khi n —; %, do đó 
k=l 


n=l 


Lị œ 
3W ~> ® khi n — œ, chuỗi số Đvạ phân kỳ. 
k=l n>i 
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Ví dụ ï. Xét sự hội tụ của các chuỗi số : 

“¬Í “¬ Í Inn 
; 2)» —: jx sà 
n<† n.3 n=I1 


Giải: Các chuỗi số đã cho đều là chuỗi số đưng, Ta có thể lễ dụng định 
lý 10.2. 





1 
n.3 


1) Vì 





œ T 
< TT Vn > 1, mà chuỗi số dương Š(1) hội mụ vì là 


n=l 


chuỗi nhân với q = ã < 1 Œœem ví dụ 1, §1). Do đó theo định lý 10.2 chuỗi 


số si cũng hội tụ. 
n= =ịn.3” 


: 


“ 1 
% ` . : 
2) Ta có —- ham D' ; Vn >2, mà chuỗi số dương 2 s„-D -_D hội tụ 


(xem ví dụ 2, §1). Do đó chuỗi số s hội tụ. 
n=‡ nŸ 


3) Ta có —— + >_ —, Vn > 1, mà chuỗi số dương `. m phân kỳ vì là chuỗi 


n=l 


œ 
số điển hoà. Do đó chuối số Š; Đn phân kỳ. 
n 


2e, Vn>3, mà chuối số Š.— phân kỳ nên chuỗi số Š" 188 
dàng, nh n=3 
Định lý 10.3. Cho hai chuỗi số đương SU, : ° vụ. Nếu tôn tại giới 
hạn hữu hạn " “ 
lim “*“ =k>0 (10.1) 
n—œ Vụ 


thì hai chuỗi số ấy cùng hội tụ hay cùng phân kỳ. 
Chứng mình: Từ (10.1) và từ định nghĩa giới hạn của dấy số, suy ra rằng 
nếu lấy e= b thì tồn tại số nguyên dương nạ sao cho 
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hay ., Vn >nạ. (10.2) 


Từ bất đẳng thức sau của (10.2) ta suy ra u„ < Sa, YVn > nạ. Do đó 

œ œ 
nếu chuỗi Ð v„ hội tụ thì từ phần a) của định lý 10.2 ta thấy chuỗi Ðuạ 
n=l n=l 


cũng hội tụ. Còn từ bất đẳng thức đầu của (10.2) ta có u„ > Ym Vn > nạ. 


Do đó nếu chuỗi ›3 vạ phân kỳ thì từ phần b) của định lý 10.2 suy ra rằng 
n=l 
chuỗi Ðu„ cũng phân kỹ. 
n=l 


Chú thích. Ta nhắc lại rằng hai vô cùng bé uạ và vạ khi n ~> œ gọi là 


tương đương với nhau nếu lim và = I. Do đó khi xét một chuỗi số dương 
n—œ Vn 


uạ , trong đó ư„ —> 0 khi n —> œ, nếu tìm được một vô cùng bé v„ tương 


\*⁄a 


n 


œ co 
đương với u„ khi n —> œ thì chuỗi 3 u„ hội tụ (phân kỳ) nếu chuỗi Ð` v, 


n=l n=l 


hội tụ (phân kỳ). 
Ví dụ 2. Xét sự hội tụ của các chuỗi số : 


“¬.. 7T “ 1 
l) 3 sin— ; 2 Sm(t+2); 3) 
n=l 2 n=l ¿ n=l Diên n=l 


Giải: Các chuỗi số đã cho đều dương. 
1) Khi n —> œ, sin-— là một vô cùng bé tương đương với nh (xem 





% .`S¬Ñ (1Ì... ... 7 
công thức (2.5)). Chuỗi Đệ = >3 5) hội tụ, vậy chuỗi 258 7 


n=l 


hội tụ. 
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2) Khi n —> œ, mỆI + 2) là một vô cùng bé tương đương với — = (xem 


công thức (2.12)). Chuỗi ST — phân kỳ, vậy chuỗi S`In 1 “5 hân kỳ, 
ĩ P 


n=l n=l 
3) Khi n — œ, vn. là một vô cùng bé tương đương với vn _„ Tóc 
n+l n vn 


Chuỗi ST mn phân kỳ (xem ví dụ l), vậy chuỗi sói phân kỳ. 
n=l 
h 1 
4) Khi n —> œ, e" — I là một vô cùng bé tương đương với — n tem công 


thức (2.13)). Do đó _á" ~ L) là một vô cùng bé tương đương với ¬ khi 
n—= œ. Chuỗi s hội tụ (xem ví dụ 1), vậy Š le — ]) hội tụ. 
2.2. Quy tc D'Alembert sổ 
Cho chuỗi số dương x. . Nếu 
n=l 
An và 


thì chuỗi số Š`u„ hội tự khi Ì < 1, phân kỳ khi I > 1. 
„=l 
Chứng mình: Thật vậy, giả sử ? < 1. Chọn số e > 0 khá bé sao cho ? + e< I. 
Từ (10.3) suy ra rằng tồn tại số nguyên dương nọ sao cho 
Taxi <Ï+e, Vn>nạ. 


n 


Từ tính chất c) của chuỗi số hội tụ, có thể xem như nụ = l. Ta có: 


_2 <l+t; 
Mị 


_3 <l+E; 
u 
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n—i 
Nhân các đẳng thức trên từng vế một, ta được 


Sa <( +)" hay tạ <Œ+£)" Tụy 
1 
œ cœ 
Vì /+ e< 1 nên chuỗi b3 u;( +)” hội tụ. Theo định lý 10.2, chuỗi » tụ 


: n=l n=l 
hội tụ. 





Nếu / > 1, có thể xem như m >1, Vn> 1, Do đồ 


tị <02<...< Uy <tn¡<. 
Vậy u„ không thể dần tới 0 khi n —> œ. Theo hệ q quả của định lý 10.2, chuỗi 
» uạ phân kỳ.M 
n=Í 


Ví đụ 3. Xét sự n. tụ của các chuỗi số dương : 


%œ nñ 
là vs 23 _—. 


Giải: 1) Tac có 





2 ¬n 2 
Mại (n+Ì) -( 2) Tu : 
E5 = 2m sờ Ô h 2 >5 <Ikhin-»eœ, 
œ n2 
Vậy chuỗi Zing hội tụ... 
= 
2) Ta có 
nại (n+D)” nị - ( SP 
Hà A+D Tận =(n+]) Lệnh % —>ec>l 


œ n 
khi n —> œ. Vậy chuỗi ng phân kỳ, 
n= 


«Œ 
õi Ð uạ có thể hội tụ, cũng có thể 


n=l 





n>œ Uu 


%œ 
phân kỳ. Chẳng hạn, ta biết rằng chuỗi điển hoà Xà phân kỳ. Nếu đặt 


n=l 
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œ 
tạ = L thì Dn‡i _ ` —> 1 khi n ~> œ. Còn với chuỗi Ð" -_, nếu đặt 
n Un n+lI man? 
2 ừ 
"ạ =-= ta có Jn+! _„ : cũng dần tới 1 khi n —> œ. Nhưng ta đã 
n tạ (n+]) : 


biết 5” _ hội tụ (xem ví dụ 4). 
ni 


2.4. Quy tắc Cauchy 
Cho chuỗi số dương Ð” uụ,. Nếu 


n„=] 


lim q„ =¿ (10.4) 


;i@œ - 
thì chuỗi hội tụ nếu Ì < 1, phân kỳ nếu l > I. 
Bạn đọc tự chứng minh quy tắc này. 
Ví dụ 4. Xét sự hội tụ của các chuỗi số dương 
° K¬( 4n + ĐÌỆ 
) 2Š): 


a=(ninn)" ˆ 





n 
Giải: 1) Đặt tạ = ( ) „ 1a CỔ 





nlnn 





thu, = : —>0< khi n—› œ, 
nlìnn 





qœ 
Vậy chuỗi 
> (ninn)" 
4n+3 
3n+4 


_4n+3 4 : 
Vy =2 TT ¬> g > | khin xe, 


hội tụ. 


2) Đặt u, = ( ) „ la có 








z: Ke( 4n ) . 
Vậy chuỗi »Ị 3n+4 phân kỳ. 


2.5. Quy tắc tích phân 
Giá sử f†x) là hàm số liên tục, đương, giâm trên khoảng [1, +ø), x) >0 
khi x — +œo, Đặt tụ = ffn), khi đó - 
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+eo œ 
a) Nếu Ï ƒ(x)dx hội tự thì chuỗi số Ä” u„ hội tụ; 
1 


n=l 


+ Q 
b) Nếu Í ƒ()4x phân kỳ thì chuỗi số ` u„ phân kỳ. 
1 n[ 
Chứng mình: 
n+] .. 
Vì j f(x)dx biểu diễn diện tích của hình giới hạn bởi trục Ox, đường 
L 
y =ÍC© và các đường x = l, x = n + 1, từ các hình 10.1 và 10.2 suy ra rằng 
n+l 
2 +... + Un¿¡ € j f(X)dx <ui +... + tạ. 
1 


œ 
Gọi sạ là tổng riêng thứ n của chuỗi 3 ”u„, bất đẳng thức kép trên có 
n=l 
thể viết 
n+l 


Su¿i — tị < Ï f&)dx <s, 0.5) 





Hình 10.1 Hình ¡0.2 


+œ 
a) Nếu | f(x)dx hội tụ, từ bất đẳng thức đầu của (10.5), ta có 
| 


n+i + 
Snaại €t¡ † ƒ f(x)dx Su + [t@ðax. 
l I 
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xẻ : 
UỊ + [tœ)dx là một hằng số không phụ thuộc n, sạ.¡ bị chặn trên nên 
I 


Ì⁄4s 


uạ hội tụ. 


cả 
II 
2 


+œ n+l 
b) Nếu Íf(x)dx phân kỳ, Í fŒ)dx — +œ khi n —> œ, từ bất đẳng 
1 I 


thức sau của (10.5) suy ra rằng §a — œ© khi n —> œ, vậy » ưạ phân kỳ. 


n=l 


Ví dự 5. Xét chuỗi số đương so ơ là hàng số. Nếu œ <0, lim —— =œ; 


na” nen 
nếu œ=0, lim —= = l; trong cả hai Su 2N hợp đó lim -—# 0 nên chuỗi 
n¬œ nŸ n—œ n2 
phân kỳ. 
Xét trường hợp œ > 0, hàm số f(x) = = thoả mãn các giả thiết của quy 
X 


tắc tích phân. Vì j8 hội tụ nếu œ > 1, phân kỳ khi œ < 1, nên ST hội 
n= ¡n7 


tụ nếu œ > 1, phân kỳ nếu œ < I. Tóm lại, chuỗi s ——, ơ là hằng số, gọi là 
n=l nz 
chuỗi Riemann hội tụ nếu œ > 1, phân kỳ nếu œ < ]. 


§3. CHUỖI CÓ SỐ HẠNG VỚI DẤU BẤT KỲ 


3.1. Hội tụ tuyệt đối. Bán hội tụ 


Ke°) 
Xét chuỗi số 3 u„, các số hạng uạ có thể đương, hoặc âm. Dãy các 
n=l 
tổng riêng thứ n của nó không là một dãy số tăng, vì vậy nếu dãy số ấy bị 
chặn trên thì chưa chắc đã tổn tại lim sạ, tức là chưa chắc chuỗi số ấy đã 
n¬œ + 
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Quà 


œ@ 
hội tụ. Thường khí gặp chuỗi số Š'u„ ấy, người ta trước hết xét tính hội tụ 


n=l 
của chuỗi số dương Si : 


n=l 


œ œ 
Định lý 10.4. Nếu chuỗi số || hội tụ thì chuỗi số b} H„ Cũng hội tụ. 


n=ỉ "=l 
°o 
Chứng mình: Gọi sạ và ơ„ là tổng riêng thứ n của các chuỗi 2 uạ Và 
n=l 


3.|ua|. Đặt s„,s„ theo thứ tự là tổng các số hạng dương và tổng các trị 
n=i 


œ 
tuyệt đối của các số hạng âm trong n số hạng đầu của )3 un. Ta có 


n=l 
Šn = §n —§n, Ơn = §ạ +Sạ. 
œ 
Theo giả thiết, chuỗi kỹ lua| hội tụ nên tổng riêng ơ„ của nó dần tới một giới 
n=l 
hạn xác định ø khi n —> œ, với ơạ < ơ; đo đó Sạ <Ơn<Ơ, Sạ XƠa <ơ. Các 
dãy số fsa},fsa] tăng và bị chặn trên bởi ø, do đó tồn tại các giới hạn : 


s”= lim sạ, s"= lim _n 
n—œ n~>œ 
Vì vậy tồn tại giới hạn 


lim sạ = lim sạ — lim sạ =§'— s", 
nœ n>œ n~œ 


œ # 
Vậy chuỗi bà uạ hội tụ. 
n=l 


cos 
2 





< hội tụ, vì bi 


\⁄4s 


œ 
Ví dụ 1. Chuỗi 5” 


nxị H 
(chuỗi Riemamn, œ = 2 > 1). 


IA 


Vn và bnc hội tụ 
n n 
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N1? 
sọ, 


° 


œ œ 
Định nghĩa. Chuỗi 3 uạ gọi là hội rụ tuyệt đối nếu 3.Iua| hội tụ; là 


n=l n=l 


® 
bán hội tụ nếu 3` u, - hội tụ, nhưng Šln,|phân kỳ. 


n=l n=l 


Chú thích: 1. Điều kiện Ð [ua| hội tụ là một điều kiện đủ để Ð5”u„ hội 
n=l n=l 
kải : œ 
tụ chứ không là điều kiện cần. Ta sẽ thấy có thể > uạ hội tụ mà >.Iua| 
n=l 


n=l 


phân kỳ. 
2. Nếu dùng quy tắc D'Alembert hay quy tắc Cauchy mà xác định được 


œ œ© 
rằng chuỗi Ð |uạ| phân kỳ thì có thể khẳng định được rằng 5 `u„ạ cũng 


n=l n=l 


phân kỳ, vì khi ấy |u„| không dân tới 0 khi n —> œ, nên uạ cũng không dân 


tới Ö khi n ~> œ. 


.3.2. Chuỗi đan dấu 
Xét chuỗi có dạng sau đây gọi là chuỗi đan dấu : 


Ð)(—D" Tuy =ú¡—uy+0— 0y +... +(—ÝD “Tu +... (106) 
n=l 


trong đó uạ >0, Vn 3 1. 
Định lý 10.5 (định lý Leibniz). Nếu : 
đ)0 < Hạy¡ SH„, Vn 3Ï, 
b) lim u„ = 0 


n"nœ 
thì chuỗi đan dấu (10.6) hội tụ và có tổng s Sui. 
Chứng mình: Nếu n là số chẵn, n = 2m ta có 
S2m (ti — 02) † (0a — tạ) +...  (M2m~j — tam). 


Do a) tổng trong các dấu ngoặc đều dương, nên s;„ tăng khi m tăng. 
Mặt khác 


S2m = U¡ — (M2 — U3) — ... — (U2m--2 — U2m~I) — U2m. 
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Cũng do a) ta có Sam < uị, Vmụ > 1. Dãy số {u;m} tăng và bị chặn trên, nên 
tôn tại lim s;m = s, với s < tụ. 
T:t—œ 


Nếu n lẻ, n = 2m + L, ta có 


S2m+i “ Š2m † Ủ2m+1- 
Do b) ta có lim n2„„¡ =Ô, nên 
n—© 


lim szm„¡ = lim S¿m = $. 
no n¬œ 
Vậy chuỗi đan dấu hội tụ và có tổng s < uạ. 
Ví dụ 2. Chuỗi đan dấu điều hoà 
1.1. Ì . 
1 213 2? + 1) nT 
hội tụ vì nó thoả mãn các điều kiện của định lý 10.5. Vì 
1 I 


“m Vn> l1, li 2 <0, 
n+l n—>œ ñ 





Chú ý rằng chuối điểu hoà đan dấu hội tụ, nhưng chuỗi điều hoà Đ}P P 
n=l 


phân kỳ nên chuỗi điều hoà đan dấu bán hội tụ. 


Ví dụ 3. Chuỗi đan dấu Si p1 không thoả mãn điều 
n=l 
kiện b) của định lý 10.5. Vì 
: h n 1 
Kon Tg dec32T S4 di: ĐAU 


nên nó phân kỳ. 


3.3. Vài tính chất của chuỗi số hội tụ tuyệt đối 

Ta biết rằng tổng của một số hữu hạn số hạng có tính giao hoán và tính 
kết hợp : nó không đổi khi ta đổi thứ tự của các số hạng của nó hay khi ta 
nhóm một số số hạng lại một cách tuỳ ý trước khi cộng. Nhưng điều đó 
không còn đúng đối với tổng của một số võ hạn các số hạng có dấu bất kỳ. 


«œ@ 
Ví dụ 4. Xét chuỗi đan dấu điều hoà Đồ G1) : . Nó hội tụ, gọi s là 
n=l 


tổng của nó. 
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s3. 


1 1 1 
E _—_— ——— ——~ CN ng * 
s=1 + 374 + 3T§ + 7-8 +... @®) 
Khi đó chuỗi 3 -Len cũng hội tụ và có tổng -` : 
mi 2n B 1 H E 2 : 


2. 2 86 8 10 {2 7” 
Chèn thêm số 0 vào giữa các số hạng của chuỗi này ta được 
“g2 g2 ng. = 
2“0+2z+0 410 s†0 g1 (**) 
Cộng hai đẳng thức (*) và (**) từng vế một, ta được 
3s - II 1 1 1 1 
—- = ——— —4+—_—— + 
2 1+2 2113 41 6x») 


Để ý rằng chuỗi ở (***) cũng chứa những số hạng của chuỗi ở (*) nhưng 
được sắp xếp lại sao cho một số hạng âm nằm giữa hai số hạng dương. Tuy 
nhiên tổng của hai chuỗi ấy khác nhau. Riemann đã chứng minh được rằng, 


+ 
nếu chuỗi số hà uạ bán hội tụ thì có thể thay đổi thứ tự các số hạng của nó 


n=l 
để chuỗi số thu được hội tụ và có tổng bằng một số bất kỳ cho trước. 


Nhưng đối với chuỗi số hội tụ tuyệt đối, người ta đã chứng minh được 
các tính chất sau. 


Tính chất 1. Nếu chuỗi số ”u„ hội tụ tuyệt đối và có tổng s thì chuỗi 
n=l 
số suy từ nó bằng cách thay đổi thứ tự các số hạng và bằng cách nhóm tuỳ ý 
một số số hạng lại cũng hội tụ tuyệt đối và có tổng s. : 


œ œ 
Định nghĩa. Nếu hai chuỗi số ` u, , Ð› vạ hội tụ, người ta gọi rích của 


n=l nal 
© n 
chúng là chuỗi số 5” w„ ,trong đồ w„ = 
n=l - kel 


œ «œ 
Tính chất 2. Nếu hai chuỗi số 5 u„ VÀ b2 vạ hội tụ tuyệt đối và có 


n=l n=] 
tổng s và s' thì tích của chúng cũng hội tụ tuyệt đối và có tổng ss'. 
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§4. CHUỖI LUỸ THỪA 


4.1. Định nghĩa 
Người ta gọi chuỗi luỹ thừa là chuỗi mà số hạng tổng quát của nó là hàm 
số có dạng anx”, trong đó a„ là hằng số. 


b3 = do + BỊX + A2X” +... + an XU +... (10.7) 
n=0 


` œ 
ân gỌi là hệ số của chuỗi luỹ thừa. Nếu cho x = Xọ mà chuỗi số Đ Anxo hội 
n=0 
tụ, ta nói rằng chuỗi luỹ thừa (10.7) hội tụ tại xọ, xọ là điểm hội rụ của chuỗi 
luỹ thừa. Tập hợp tất cả các điểm hội tự của chuỗi luỹ thừa được gọi là miền 
hội rụ của nó. Vấn đề cơ bản đầu tiên khi Xét một chuỗi luỹ thừa là tìm miền 
hội tụ của nó. : 
Ví dụ 1. Chuỗi luỹ thừa 


œ 
». .. ... n.. 





n=0 
là một chuỗi nhân công bội x. Nếu lx| < 1, nó hội tụ và có tổng ï : "“ nếu 
Ix| > ], nó phân kỳ. Vậy miền hội tụ của nó là khoảng mở (~I, 1). 
Chuỗi hàm số có dạng 
s ân(X — xạ)" = 8o + 4|(X — Xg) +... + an (X — Xạ)"+... (10.8) 


n0 


gọi là chuỗi luỹ thừa theo (x — xạ) hay chuỗi luỹ thừa ở lân cận xạ. Bằng cách 
đặt x — xo = X, chuỗi luỹ thừa (10.8) được đưa về dạng (10.7): bà a.X", 


n=0 
4.2. Bán kính hội tụ. Miền hội tụ 
4.2.1. Bán kính hội tụ 


_ S") 
Định lý 10.6 (Abel). a) Nếu chuỗi luỹ thừa >;a„x” hội tụ tại điểm 
"=0 
x = xọ #Ô thì nó hội tự tuyệt đối tại mợi x với l| < |xol. 
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b) Nếu nó phân kỳ tại x = xạ thì nó phân kỳ tại mọi x với |x| > |: | 


œ@ œ 
Chứng minh: a) Nếu chuỗi > anx” hội tụ tại xọ, chuỗi số p3 anxo hội 
n=0 n=0 
tụ, do đó số hạng tổng quất a„xg dần tới 0 khi n ~> œ, vì vậy dãy số {anxạ} 
bị chặn, tức là tồn tại một số dương M nào đó sao cho 















































anxo| <M, Vn >0. 
Ta viết 
X n X n X In 
anx"|= s2) = lanX§ En SANG ; Vn>0, 
;:azẲIxƑ X 
Chuỗi Mồ [—[ hội tụ nếu =_| < 1, tức là |x| < xạ]. Do đó theo định lý 
: n=0l*0 0 





œ œ 

so sánh 10.2, chuỗi `} anx°| hội tụ, vậy chuỗi » a,x” hội tụ tuyệt đối tại 
n=0 n=0 

mọi x với |x| < lxo|- 








œ 
b) Giả sử chuỗi 2.1" phân kỳ tại xị. Nếu nó hội tụ tại xạ với 
n=0 
la|> |x¡[ thì theo a) nó hội tụ tại mọi x mà |x| <|xa|. đặc biệt tại xị, điều 
này trái với giả thiết, vậy 3 a„x"” phân kỳ tại mọi x mà lxÏ >|x¡|. 8 
n=0 


Rõ ràng chuỗi luỹ thừa bề a„x” hội tụ tại x = 0. Từ định lý Abel SUY ra 
n=0 


- 5Š 
rằng tổn tại một số R > 0 sao cho chuỗi ›3 anx” hội tụ trong khoảng 
n=0 
(_ R, R) và phân kỳ trong các khoảng (~œ, —R) và (R, +œ). Số R đó gọi là 
bán kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa, khoảng (—R, R) gọi là khoảng hội tụ của 
chuỗi luỹ thừa. Tại x = ~R và x = R chuỗi có thể hội tụ, cũng có thể phân kỳ. 


Hội tụ 
⁄Z R ®) R` ..X 
—Phân kỳ Phân kỳ—— 


Hình !0.3 
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4.2.2. Quy tắc tìm bán kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa 


Định lý 107. Nếu lìm 1| - Ø, hoặc lim tÍa,| = ø, thì bán kính 
n¬mœ 


L3) lđy 


œ 
hội tụ R của chuỗi luỹ thừa 3 a„+” được cho bởi công thức 
¡=0 


HẾN Ø = +o0, (10.9) 


œ 
Chứng minh: Áp dụng quy tắc DAlembert vào chuỗi b3 
n=0 


anx”ÏÍ, ta có 














lim Ba = pla|- 
n 


n—œ la 








œ %œ 
Nếu 0 < p < +œ, chuỗi ›à E.x'| hội tụ, do đó chuỗi » Anx” hội tụ 


n=0 n=0 


tuyệt đối khi p|x| < 1, tức là |x| <ẻ. Còn khi p|x| > 1, tức là bl> 2, 


co œ 
chuỗi `3 a,x"| phân kỳ, vì vậy chuỗi bà ânx” cũng phân kỳ (xem chú 


n=0 n=0 : 


thích 2 mục 3.1). Vậy R= th 





x>j 


n+l 








œ 
= +œ©, Vx #Ú, vậy Ð3`anx" phân kỳ tại 
n=0 


An,jX 
Nếu p= +© thì lim | sIA 
n—œ anx" 


mọi x #0. Do đó R = 0. 











Ân+X 





œ 
=0<l,VxeR, Sayxn hội tụ tuyệt 


n=0 


Nếu p= 0 thì lim 
n—œ anx" 








đốt tại mọi x e R. Vậy R = +eo, 
Trường hợp lim V|aa| = p được chứng minh tương tự. 
n—eœ 
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4.2.3. Miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa 

Muốn tìm miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa, ta tìm bán kính hội tụ R để 
xác định khoảng hội tụ (—R, R) của nó, rồi xét sự hội tụ của nó tại hai điểm 
x=4R. 











n=ị 1. 
Ta có aa =———, do đó 
n 
n 
lim ÈSHÌ ~ nạ R2” _ n1" „1, 
n—e laa| n—®(n + l). 2n+! n>o2 n+l 2 


Vậy R = 2. Chuỗi hội tụ trong khoảng (—2, 2). Tại x = —2, ta có chuỗi số 





® /_ y1 
>3 ( = „ đó là một chuỗi đan dấu, thoả mãn cả hai điều kiện của định lý 
n=i 


œ 
Leibniz nên nó hội tụ. Tại x = 2, ta có chuỗi số Ð` _ đó là chuỗi điều hoà, 
: n=l 


nó phân kỳ. Vậy miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa đã cho là khoảng [—2, 2). 


Ví dụ 3. Xét chuỗi . thừa v — 


n=0 ñ 
Ta có 
! 
lữ L9 He Tìm SẺ. < Tưng, 
n—œ |aa| n>sc(n +)! nøon+l 


Do đó R = +, chuỗi luỹ thừa đã cho hội tụ trên toàn ÏR. 
Ví dụ 4. Xét chuỗi luỹ thừa SÍnn j (x+3)”. 


n 
Đặt x + 3 = X, ta được chuỗi luỹ thừa ề X Xx", 


Vì ân -(sh] nên lim tÍa„| 


n—œ be n+l 
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Do đó R = I. Khoảng hội tụ của chuỗi SÍmh Nội | x" là (—I, Ù), do đó 
n=l 


chuỗi luỹ thừa đã cho hội tụ trong khoảng (—4, -2). Khí x = ~2, ta được 


1 
chuỗi số = " 
n=l l+^ 


nó dần tới : » Ô khi n —> œ, nên chuỗi số đó phân kỳ. Khi x = ~4, ta được 








n 
) „ SỐ hạng tổng quát của nó có thể viết là 


chuỗi số sẽ -J" Í:h mÌ ; Số hạng tổng quát của nó cũng không dần tới 0 
n=l 

khí n —> œ, chuỗi số ã ấy cũng phân kỳ. Vậy miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa đã 

cho là khoảng (-4, ~2). 


4.3. Các tính chất của chuỗi lưỹ thừa 
Ta thừa nhận định lý sau đây : 


Định lý 10.8. Nếu chuỗi lưỹ thừa 3 a„x” có bắn kính hội tụ Ñ, có tổng 
Ä{x) thì hàm số lu 


Ÿ*) = đọ + đụ + d2X +... + a„x”+...= bỳ aux" 
khả vi, do đó liên tục trong khoảng (—R, R) và : 








4)ƒ{x) = a, + 2a2x + 3a +... + nay" + ..= 3 na x2TL 
„=l 
2 +] ba) JtÌ 
Ð) [ƒŒ)dx =C+azx+a,3” „. chy tên C+ XE, 
2 “+] a=0 +1 


C là hằng số tuỳ ý. Bản kính hội tụ của các chuối luỹ thừa ở a) và b) đêu 
bằng R. 
Chú thích. Các đẳng thức a) và b) có thể viết : 


+ d “ Lủ “ d 

a') kÖ = 2 äx (Aax") : 

b) lŠ sat mi = bã laax"dx. 
nx0 =0 


Ta nói rằng có thể lấy đạo hàm và tích phân từng số hạng một chuỗi luỹ thừa. 
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Muốn xác định miền hội tụ của các chuỗi luỹ thừa ở vế phải của a) và b), 
còn phải xét sự hội tụ của chúng tại các mút x = R và x = —R. 
Ví dự 5. Chuỗi nhân 1 + x + xỂ +.... + x” + ... hội tụ khi |x| < 1 và có 





, 1 
tông T "Ta có 


1 
TC? =l+X+Xx?+..+X +... || <t. 


Lấy đạo hàm hai vế, áp dụng công thức a), ta được 


=1+2x+3x2+..+nx hở | <1. 





q_—x) 
Lấy tích phân hai vế, áp dụng công thức b), ta được 
n+i 


x xổ 
~ln(1 -x)= C+rxt + +. .+—~ ng Y 


Muốn xác định C, thay x = 0 vào hai vế của đẳng thức trên, ta được 
¬ln1 =C, do đó C=0 


„ JA[<1 





Vậy 
2 3 n+1 
X X X 
In(1 - x) =— kiệc: TC: 30880 52mg Tag |x| <1. 
Cho x= nh vì bŠ Ho hi ta được 
2 2 
1..i-.1 1 
hột Ệ bu tt HN 


4.4. Khai triển một hàm số thành chuỗi luỹ thừa 
se Giả sử hàm số f(x) có đạo hàm mọi cấp trong một lân cận nào đó của 


điểm xụ và có thể biểu diễn được dưới dạng tổng của một chuỗi luỹ thừa 
trong lân cận ấy, tức là 


Í(X) = ao + ãJ(X — Xọ) + ã2(X — Xg)” +... + an(K — xạ) "+... (10.10) 
Theo các tính chất của chuỗi luỹ thừa, ta có 


f') = ai + 242(X — Xạ) + 3as(X — Xạ) +... + na„(% — xạ)"”! + 


f"(x) = 2a; + 3.2a3(X — Xạ) +... + nín — 2)an(x ~ xạ)? + 


ff(x) = nlan +... 


(0.11) 
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Thế x = xọ vào các đẳng thức trên, ta được 








Lã £" cm 
âo*= f(xọ), đị= —, aa= _ „e.+y Ẩn = —h... 
Vậy 
Tho = fGo) + TP xo) + TQ — x0 +. 
(n) 
+0) (x—xo)ˆ+... (10.12) 


nl 
Chuỗi luỹ thừa đó gọi là chuối Taylor của hàm số f(x) ở lân cận xạ. Nếu 
Xọ =, ta có 


f0) f"(0 f£®(0 
f(x) = f(0) + ". + _.. +. + —m" +... 10.13) 
Chuỗi luỹ thừa này gọi là chuỗi Mac Laurin của hàm số f(). 

Như vậy, nếu hàm số f(x) có đạo hàm mọi cấp và có thể biểu diễn được 
dưới dạng tổng của một chuỗi luỹ thừa trong một lân cận nào đó của điểm xọ 
thì chuỗi luỹ thừa đó phải là chuỗi Taylor của hàm số đó trong lân cận ấy. 

s Bây giờ vấn để cần xem xét là với điều kiện nào chuỗi Taylor của hàm 
số f(x) hội tụ và có tổng đúng bằng f(x). Khi đó ta nói rằng hàm số f(x) đã 
được khai triển thành chuỗi Taylor. Vậy ta cần tìm điều kiện để có thể khai 
triển hàm số f(x) thành chuỗi Taylor. 

Theo công thức Taylor (công thức (3.5), chương IID, hàm số f(x) có đạo 
hàm mọi cấp ở lân cận xọ có thể khai triển thành 











Ũ (n) 
fŒ) = f(xo)+ - n (X—Xg)}+...+ —- (Œx—xg)"+ Rạ@œ), 
trong đó 
<f"É) mì 
RạG) = TT Œ~ xo), (10.14) 
Š là một điểm nào đó giữa x và xạ. Do đó nếu 
Jm RạŒ@)=0 (10.15) 
thì 
' (m) 
fŒ) = fŒq) + : nứ —Xg)+...+ Ị =9 — xo)” +. 


tức là hàm số f(x) khai triển được thành chuỗi Taylor ở lân cận xạ. 
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._ 8° 


K»< 
đọc 


Định lý 10.9. Nếu trong một lân cận nào đó của xạ, hàm số ƒ(x) có đạo 
hàm mọi cấp và trong lân cận ấy 





/®@) <M, Vn >0, (10.16) 


M là một số dương nào đó, thì hàm số f(x) có thể khai triển được thành 
chuỗi Taylor trong lân cận ấy. 


Chứng mình: Từ (10.16), ta có 


JB SỊ 
+)! 





|Raœ|= ———lE- xo[”"" < 


n+i 
(n+ nan o| 
» kĩ 
Chuỗi luỹ thừa 2n hội tụ tuyệt đối trên toàn lR, nên ĐT -Y 0 khi 
c HỊ | 
n+l 


~ Xo| 
n —> œ, dođ6 FT MỸ _ 


xét trên, f(x) có thể khai triển được thành chuỗi Taylor. I 


—> 0 khi n ~> œ. Vậy lim R;(x) =0. Theo nhận 
n—œ 


Ví dụ 6. Xét hàm số f(x) = cÝ. Tại mọi x e R, hàm số e” đều có đạo hàm 
mọi cấp, ”)(x) = e*, Vn >0, do đó 
f(0) = f(0) =... = (0) =... = 
Vậy chuỗi Mac Laurin của hàm số f(x) = eŸ có dạng 


... na 
1Ó 21 ”  n 7 


Giả sử A là một số đương bất kỳ. Ta có Vx e (—A, A) 





r®œ) =e*<e^,Vn >0. 
Do đó theo định lý 10.9, hàm số f(x) = e” khai triển được thành chuỗi 


Mac Laurin trong khoảng (—A, A). Vì A là một số dương bất kỳ, nên hàm số 
có thể khai triển thành chuỗi Mac Laurin trên toàn ÏR: 


œ # 
c5 =l+rtr+e.+T te = 2 Tn (10.17) 
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Ví dụ 7. Xét hàm số f(x) = sinx. Nó xác định trên toàn IR, có đạo hàm 


mọi cấp 
f%&) = sn|» + 3): 


Do đó 





f®) <I,VxeR,Vn>]. 


Vậy hàm số sinx có thể khai triển được thành chuỗi Mac Laurin trên ÏR. Vì 
f(0) = 0, F(0) = 1, f*(0) = 0, f"(0) = ~1, f®(0) = 0, F`\0) = 1.... ta được 


: 3 x s x?n-I 
SInx = X=rtrrarT«.+(CD Gn T9 
œ x?nI 
= XU Øn=DF (10.18) 


Ví dự 8. Xét hàm số f(x) = cosx. Có thể khai triển trực tiếp như ở ví dụ 7, 
nhưng đơn giản hơn ta lấy đạo hàm từng số hạng chuỗi luỹ thừa (10.18) theo 
tính chất của chuỗi luỹ thừa, ta được 


x2 xf n xn ka) : xin 
60sx=1~ TT +. =+-+(Ð) Gny TT 2D Øm)i (10.19) 


Ví dụ 9. Xét hàm số fŒœ) = (1 + XI œ là một số thực bất kỳ. Ta có: f(O) = I, 
f{x) =œ(1+x)#"1 f{0) =œ, 
f*) = œ(œ— 1)(1 + x)””? f0) = œ(œ — 1), 


f“ (x)= œ(œ— 1)..(œ~—n+ 1)(1+ x)”". ?\0)~ o(œ ~ l).. (œ—n+ 1, 


Do đó chuỗi Mac Laurin của hàm số (+x)"l 


Lcfy ca =2, „d(@-D.(œ-n+l) xh+... 
1 2! nì 
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Để tìm bán kính hội trụ của chuỗi luỹ thừa đó, ta tính 








lw Anail- lim Œ(Œœ - l)...(œ ~n) n! =la œ-n =] 
` .-——————_——B__ S—_ ai Long ` 
n—xeo aa| N3 (n+l)! 0(œ~ )..(œ=n+J)| n3sIn+l 











Vậy khoảng hội tụ của nó là (1, 1). Người ta chứng minh được rằng, 
trong khoảng ấy tổng của chuỗi Mac Laurin của hàm số (1 + x)” đúng bằng 





(+x)Ẻ. Vậy 
Œ+x”=1+ 1x+ Ti? +..+ =-Đ9-œ-n+Ð X” + ... (10.20) 
Ví đụ 10. Xét hàm số (x) = In(1 + x). Ta có 
My cU 2— ~I 
f@)= Tmx"a +x).. 
Áp dụng công thức (10.20), ta được 
f@)=1-x+x”~...+(1J2+,.. -l«y< L. 
Lấy tích phân từng số hạng chuỗi luỹ thừa trên, ta được 
n+† 
X x To ch 
Ín(Ì +x)=C+x— kscr ~.Ắ#(“l) n+] +... -—] <x<tl, 


C là hằng số tuỳ ý. Để xác định C, cho x = 0 trong hai vế của đẳng thức trên, 
ta được inl = 0= C. Vậy 
n+l 


x2 3 X% 


ĐỘ +x)=x{ +. T~.+CÍ “ng +. —l<x<1]. 
11 nủ 
Khi x = +l, ta có chuỗi số | — 213 —-- *(—l) n +... đó là một 


chuỗi số đan dấu thoả mãn các điều kiện của định lý Leibniz, nó hội tụ. 


Khi x = —1, ta có chuối số + = Ề +..+ _ nó phân kỳ. Vậy 


n+l 


x? x? , 
ĐÀ) —++C”n+1+..+~l<x&<1, (10. 21) 


'4.5. Công thức Euler 


Công thức (10.17) khai triển hàm số mũ f(x) = e” cho phép ta mở rộng 
định nghĩa hàm số mũ với biến số độc lập là số phức. 
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Chuỗi hàm số 


+ FT +: n 
hội tụ tại mọi z e C, tổng của nó theo định nghĩa là hàm số e”. Nếu z = x e R, 


ta được hàm số mũ thực e”. Nếu z = ix với x e ÏR, ta có 


no. ca j. 
4A chà đc ác rác 


_ x2 xf .ã 
-|'-Š + -- „ + (=Ú) ón Mĩ + 


3 k 2n+l 
XLX _aan X 
4l: ịf EiI —...+(=l) dan *>| 





Vậy š 
e =cosx + isinx. (10.22) 
Do đó 
“ÍX = cosx — ÌsinX. (10.23) 
Cộng vế với vế hai công thức (10.22), (10.23) rồi chia cho 2, ta được 
ch + et 
COSX = Ỷ— (10.24) 
Trừ vế với vế hai đẳng thức (10.22) và (10.23) rồi chia cho 2i, ta được 
c -Ÿe* 
SinX =—————. (10.25 
2i 


Các công thức (10.22), (10.23), (10.24), (10.25) gọi là công thức Euler. 
4.6. Ứng dụng chuỗi luỹ thừa để tính gần đúng 


4.6.1. Tính giá trị gân đúng của hàm số tại một điển 
Giả sử hàm số f(x) khai triển được thành chuỗi Taylor ở lân cận điểm xọ 





ma) 
fG) = fGg) + “0q — x Xo)+.. c+ TP — Xọ) "+: 
Khi đó với mọi x thuộc lân cận đó, ta có thể xấp xỉ f(x) bởi tổng riêng 
{n) 
fŒa)+ TC 8 '—x Xg)+. .+ CD Œr—xg lộ 
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Tổng riêng ấy là một đa thức đối với (X - xạ). Việc tính toán với các đa 
thức rõ ràng là rất đơn giản so với các hàm số khác. Sai số phạm phải có thể 
ước lượng bởi giá trị tuyệt đối của phần dư 


(n+1) 
f () lx cy lMC : 
(n + DI ° 
Nếu chuối Taylor của hàm số Í(x) tại một điểm x nào đó là một chuỗi 
đan dấu thì ta có thể ước lượng sai số bởi định lý Leibniz. 
Ví dụ 11. Tính gân đúng Ÿƒe với độ chính xác 0,0001. 
1 
Vì Ÿe = e#, ta khai triển hàm e* ở lân cận điểm Xọ =0. Ta có 
2 n 





|Ruœ = 


cẴ=1l+ 1?312~*5 +RẠŒ), -œ©<x<+o, 
trong đó 
f*() n+1 cŠ n+l 
0) = TH (n+UI ° 


È nằm giữa 0 và x. Lấy x = ~, ta có 


1 1 
cŠ <ef <34 =43 <2, 





Do đó 
1 5 1 
Ra|zl<————=——` ~, 
| B (s) (n+I)!4**°! 24"(n + Dị 
Vậy cần tìm n sao cho 
. 0,0001 
24ˆ(n + DI : 


Thử trực tiếp ta thấy với n = 4, ta có 





1 1 1 

c ——=-_—.S5__- 0000 0001. 
.|3]*x+c 61440 200002 <0, 
và ` 


ẤẶ€=1+d+o—+-—+—T— „128402, 
4.422! 4331 444i 
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Ví dự 12. Tính gần đúng f(x) = Ÿx bằng tổng riêng thứ 2 của chuỗi 
Taylor ở lân cận điểm x = 8 của nó, ước lượng sai số phạm phải nếu x e [7, 9]. 


Ta có: 
1 
f(x) = x3 f8) =2, 
lộc 1 
' &.= 3 ,, k2 
f(x) 3x f8) Tổ ' 
tac _2 š . 
f*q%)= -gX fŸ@)= DIP/ET 
f"{x)= mm 3 
Do đó 
x = f8) + TẾ Œœ ~8) + CC œ ~ 8 + Ra) 
+ 1s =8) ~ an Œ- gỳ +R;@œ), 
trong đó 
" 8 3 3 
_ f") ;_ 10,-(x-8)” 5(x~8) 
Ð-)BE-TI.TE22N-;2040E=]0Au ng ii 
81.3 


Š là một số nằm giữa 8 và x. Vì 7 < x < 9 nên |x ~ 8| < 1, đo đó |x -§Ÿ <1. 
Hơn nữa Š > ? nên 
- 
E3 > 73 > 179 
Vậy 
5|x— SỈ _ 
8 “tin m 

812 | 

Đố là sai số phạm phải khi tính gần đúng với x e [7, 9]. 


' 
|R;()| = <0,004. 


4.6.2. Tính gần đúng tích phân 


Nếu hàm số f(x) có thể khai triển thành chuỗi luỹ thừa trong một khoảng 
nào đó thì. [f(x)dx cũng có thể khai triển thành chuỗi luỹ thừa trong khoảng ấy. 
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° 
` Ó 
s. 


h 
An : 
Ví dự 13. Tính gân đúng, [e”X dx với độ chính xác 0,00. 
0 
2 
Giải: Vì nguyên hàm của hàm số e"X không phải là một hàm số sơ cấp 
nên không thể dùng công thức Newton Leibniz để tính tích phân này. Nhưng 
hàm số ấy có thể khai triển thành chuỗi luỹ thừa trên JR. Từ công thức 
(10.17) ta suy ra 


"- 2 xi x2n 

e* ND 1007110008215 257 xiến 
Do đó 

X 3 5 7 

=nnẽn.. vs. 

Ƒ dx=x 13215 tr 
Vì vậy 

1 

2 —2 

 . 

ñ 2 H322 21522 3172 


Vế phải là một chuỗi số đan dấu thoả mãn các điều kiện của định lý Leibniz. 
Nếu ta tính xấp xỉ bởi tổng riêng thứ 3 thì sai số phạm phải nhỏ hơn trị tuyệt 
đối của số hạng thứ tư. 








l I 
727 = sang <0001 
Vậy 
% ] 
2 2 
[È*4x~3-—> x~0,4644 
ễ 2 323 25 
với độ chính xác 0,001. 
7? dx 
Ví dự 14. Tính gân đúng [ Tử x3. với độ chính xác 0,001. 
2 +x 


Giải: Vì x > 2 nên x” > 8, do đó không thể áp dụng công thức (10.20) để 
khai triển : ; ;=(* x”) Ì thành chuỗi luỹ thừa, công thức ấy chỉ đúng 
+x 


khi x” < 1. Ta có 
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SẺ, 


x 


h 


, -¬ 
Š c1 ta có thể khai triển ( + ) thành chuỗi luỹ thừa đối với 


+ 
x° 8 


'Ta được 
X 











Do đó. 


+ đx œ (Ð" E œ c0" 
Í Mã 2, 3n+2 : b3 


21+X” ¡<oGn+2)x "2| m=o(3n+2).2212) 
Vì chuỗi ở vế phải là chuỗi đan dấu thoả mãn điều kiện của định lý Leibniz 
nên nếu ta tính gần đúng bằng tổng của k số hạng đầu thì:sai số phạm phải 
nhỏ hơn 
1 
Gk +5)2 2. 


Sai số ấy nhỏ hơn 0,001 nếu k > 1. Do đó 


La. 
la Rg 
CÂU HỎI ÔN TẬP 


1... Định nghĩa chuỗi số, chuỗi số hội tụ, chuỗi số phân kỳ, tổng của chuỗi số. 
2. Điều kiện cần của chuỗi số hội tụ là gì ? Hệ quả của nó. 
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Định nghĩa chuỗi số đương. Vì sao nếu một chuỗi số dương phân kỳ thì 
tổng riêng thứ n của nó dần tới +eo khi n —> so. 

Phát biểu các định lý so sánh. Vì sao các định lý so sánh chỉ đúng với 
các chuỗi số dương. 

Phát biểu các quy tắc D'Alembert, Cauchy và tích phân đối với các chuỗi 
số dương và nêu các ví dụ ứng dụng của chúng. 

Định nghĩa chuỗi số đan dấu. Phát biểu định lý Leibniz và hệ quả của nó 
khi tính gần đúng tổng của một chuỗi số đan dấu hội tụ bằng tổng riêng 
thứ n của nó, 

Quy tắc để xét sự hội tụ một chuỗi số có dấu bất kỳ. Định nghĩa chuỗi 
số hội tụ tuyệt đối, chuỗi số bán hội tụ. 

Định nghĩa chuỗi luỹ thừa. Phát biểu và chứng minh định lý Abel. Định 
nghĩa bán kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa và phát biểu quy tắc tìm bán 
kính hội tụ. 

Phát biểu quy tắc tìm miền hội tụ của một chuỗi luỹ thừa. Cho một ví dụ 
tìm miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa, 


10. Phát biểu các tính chất của chuỗi luỹ thừa, 
11. Thế nào là một hàm số khai triển được thành chuỗi luỹ thừa. Điều kiện 


để một hàm số khai triển được thành chuỗi luỹ thừa ở lân cận một điểm. 


12. Trình bày các khai triển thành chuỗi luỹ thừa ở lân cận gốc 0 của một số 


hàm số sơ cấp. 


13. Nêu một số ứng dụng của chuỗi luỹ thừa. 
14. Mệnh đề nào trong các mệnh đề sau đúng ? 


co 
1)Nếu lim a„ =O thì chuỗi số ®”a„ hội tụ. 


n¬œ nai 


%0 œ 
2) Nếu 0 <a„ < bạ và nếu Ð`a„ phân kỳ thì Ð'b„ phân kỳ. 


n=l n=l 


@ „2 
3) Có thể xét sự hội tụ của chuỗi số `ˆ =n bằng quy tác D'Alembert. 


œ 
4) Có thể xét sự hội tụ của chuỗi số >> „ bằng quy tắc D'Alembert. 


n=ị¡R] 
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6) 


su 


nŸ 


n=2 ( nn)" 





Có thể khảo sát sự hội tụ của chuỗi số bằng quy tắc 


Cauchy, 


Nếu các chuỗi số 5 aạ và Ð bạ phân kỳ thì chuỗi số 
nz=] n=l 


Ð”(a, + bạ) phân kỳ. 


n=i 


đo + aiSinX + ãaSin x +... + ansinx + ... là một chuỗi luỹ thừa đối với x. 


_LẮN TC œ 
Nếu 3 a,4” hội tụ thì Š`a„(—1)" cũng hội tụ. 


n=0 n=0 


œ 0œ 
Nếu ĐÀ Thẻ hội tụ thì 3 .na.x13 cũng hội tụ. 


n=0 n=l 


10) Nếu hàm số f(x) có đạo hàm mọi cấp trên ïR thì nó có thể khai triển 


thành chuỗi luỹ thừa trên IR. 


11) Nếu chuỗi số dương bà an hội tụ thì chuỗi San cũng hội tụ. 


1. 
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n=l n=l 


œ 
12) Nếu chuỗi luỹ thừa > aạx” có bán kính hội tụ R > 0 thì chuỗi luỹ 


n=0 


- thừa Ða,x”" có bán kính hội tụ RẺ. 


n=0 


BÀI TẬP 


Xét sự hội tụ của các chuỗi số có số hạng tổng quát sau đây. Nếu chuỗi 
nào hội tụ, hãy tính tổng của nó. 


Du,= 4| `) „n2Ì) ; 2)un= 


n+l 


“—ñÈÐi 





2 
3) u„ =4 "952 >1) ; 4)0n= —————,(n>l); 





2 3n 
= > ° =— —- hà 
3) un nhàn (31) : 6)u„ xaT:(ề1); 





| 
An 831); 8)uạ 'ˆ 2y ttm (n>i); 
"n H 
=lhgb ,(nề]); 10) uạ = "— (n>1). 
nỶ(n + †) 


7) uy = 


9)u„ = 





Áp dụng các định lý so sánh, xết sự hội tự của các chuỗi số sau ; 























1 1 
xõ nˆ+n?` TH ni 
_-2†+5"- : cưa 2, 
3)un= ¬ 4) h“ nN+2)) 
3)un= : h 6)u } 
Mueẹrt 22-1 
n 4 
7 =———; = 
tụ 2n” =1 lắc, (n + DØn ~]) 
1+3" II 
MP y6 TÔ Hụ/S:c (6®. =.Íệ 
, 1 2n2+n+ï 
lu = sn( TS: 12)un= h 
: vn k nỶ+n2+| 
13) = ng 19w= bỆt+TÌ, 
l+n n sẻ 
15) uy ST, (n>3); 16) ty = vn 
n 


Áp dụng các quy tắc DAlembert, Cauchy và tích phân, xét sự hội tụ của 
các chuỗi số sau ; 


n` : 
Duy c : Xà Xi rn 
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TÔ on 


6n Tel 
13) uạ =tg (š*;b): 


15) uy = b 


(3n +1).33n*1 ° 


10) uạ=(n+ De h 


2 
1 ~n 
12w,=[1+x) : 


14) u„ = 4.7.10...(3n + D „ 





Xét sự hội tụ, hội tụ tuyệt đối hay bán hội tụ của các chuỗi số sau : 


_ €os(n” ), 


1) tạ KP rai: 


cos n~ 


Làn 3 nị k 
1, 


+] 





2n? 
5)uy= (~I} 
u„ = ( ¬ 


7) uy = (1)} = 





9)u,=(-1" 





3+] 


n. TT ' 
11)ua=(-l) sinh : 





2.6.10...(4n — 2) ° 
-ju@=D 
16 0= (3 7] ;(n>2) 
2= \ = (œ là hằng số dương) ; 
(-2)" 
4)un= ——— : 
)n n 


6)u,= 2x simÐ, (9 là hằng số) ; 


8) u,= C12”, (n>3); 


5. Xết sự hội tụ của các chuỗi số sau : 














Ỷn 
kỏu XE DPX-SU 2) tạ = sinn 
2n)" 1 
3= C5 kẻ THẺ. 
n 2 
z+|Š] 
e 
5)uy= nen, 6)uạ = (W2 — DP ; 
2 Lá 
_n +3. = "———r : 
7) utn= sả h 8)un=(-Ù) 22n+l 
_(n+3)!. 3° -nẺ, 
SP com 3 10) uạ = , 
4 
11)uạ= == H DƯ 
`" +á4n n(Ÿn +2) 
_ (-3)"nŸ 
13) tạ = ng: 


6. Tìm miễn hội tụ của các chuỗi luỹ thừa có số hạng tổng quát sau : 








n 
) u„() = nx° H 2) uy) = =à H 
cÊU x . _CD*x" , 
G79 ki 
_ 3941 - _x" 
3) tn(X) = PRBTT.Si 6) un(X) = In 03) 
"¬-- : _(x+Ð". 
7) un(X) = ñãm-p 022: 8) ua(x) = Vẽ h 
(—x)" „, 
3) tn(X) = ——— (œ là hằng số dương) ; 
n 
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1. 


IL (1-xỲ” _:œ&- 2 
I9w0)= s—T TC] : MÐ Em , 
1 
12)up(x)= —————. 
n(x + 2)" 
Tìm chuỗi Taylor của hàm số f(x) ở lân cận x = Xọ : 
L) f(x) = sinx, Xo= 2 : 210) = =, Xo=]; 


3)ÍŒ)=lnx, xạ=2. 


Khai triển thành chuỗi luỹ thừa ở lân cận xạ = Ô các hàm số sau : 


L) f(x) = xcos2x ; 2)f(x) = xe”; 
3)Í@= xsin 2 $ 4) Í(X) = arctgx ; 


3)f&)= VI+x,(x>-l); 
Tính các số sau với độ chính xác 0,0001 : 


1 0 

 =; 2)cosl8”; 

% 
3) In(1,04). 

10, Tính các tích phân sau với độ chính xác 0,001 
l 
2 

D ƒ£*dx; 2) j9 = ĐH N 

0 

Đóp số 
l8; 2)4; 3)phân kỳ;  4)phânkỳ; 5)2; 
` 3, Tứ: 

6) phân kỳ ; 3; 87; 35:. 10) [. 
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I)hộitụ; 2)hộitụs 3) phân kỳ; 4) hội tụ; 5) hội tụ ; 
6)hội tụ; 7) phân kỳ; 8) hội tụ ; 9) hội tụ ; 10) hội tụ ; 


5. 


11) phân kỳ ; 

14) hội tụ ; 

l) hội tụ ; 

4) phân kỳ ; 

7) hội tụ ; 

10) hội tụ ; 

13) hội tụ ; 

16) hội tụ. 

1) hội tụ tuyệt đối ; 
3) hội tụ tuyệt đối ; 
6) hội tụ tuyệt đối ; 
9) bán hội tụ ; 

12) phân kỳ. 

1) hội tụ ; 

4) hội tụ ; 

7) hội tụ; 

10) hội tụ ; 


13) hội tụ tuyệt đối. 


DCIL,D; 


4)(2,2]; 


7) [-1, lỊ 3 


12) phân kỳ ; 
15) phân kỳ ; 
2) hội tụ ; 

5) hội tụ ; 

8) phân kỳ ; 
11) hội tụ ; 
14) hội tụ ; 


-13) hội tự ; 


16) phân kỳ, 
3) hội tụ ; 

6) hội tụ ; 

9) hội tụ ; 
12) hội tụ ; 
15) hội tụ ; 


2) hội tụ tuyệt đối nếu œ > 1, bán hội tụ nếu œ < 1; 


4) phân kỳ ; 

?) bán hột tụ ; 

10) hội tự tuyệt đối ; 
2) phân kỳ ; 

5) hội tụ ; 

8) hội tụ tuyệt đối ; 
11) hội tụ tuyệt đối ; 


2-11]; 


8) [—2, 0); 


9) (—1, I] nếu 0 < œ < 1; [—1, I] nếu œ > 1; 


10)x>0; 


là) 
È  % 


&, (~1pn(a=1)/2 [x- 
Mr 


1Ù CS, +); 


ka n-l 
3) h2+) Cœ-2p : 
n. 


n=l 


5) phân kỳ ; 

8) bán hội tụ ; 
11) bán hội tụ ; 
3) hội tụ ; 

6) hội tụ ; 

9) hội tự; 

12) hội tụ ; 


3)[-I, 1); 


6)[—1, D; 


12) —œ, ~3}11, +). 


2) XD" œ~DP; 


=0 
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“he KT tủa © n x11 

8. 10x+ÖCU Tang ¡2 2CĐm 
n n=0 
(- 1nx2n+2 œ s 22n-1 „2n 

, 41+ =1)?" ————- ; 
3) bi ng 23 lQn + ) X‹ “ 
5) 1+ z† sẻ ~Ù)” ¬l 1.3.5...(2n = 3) x"; 
n2 2"n! 
9. 1)0,8187; 2)0,9511; 3) 0.0392. 


10. 1)0,747 ; 2) 0,098. 
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Chương Xĩ 
PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 


<ua định uau cầu 


— Chương này trình bày những khái niệm cơ bẫn về phương trình vi phân : 
định nghĩa phương trình vị phân, cấp, nhiệm riêng và nghiệm tổng 
quát, tích phân riêng và tích phân tổng quát, đường cong tích phân 
của phương trình vì phân, phương pháp giải một số phương trình vị 
phân cấp một và các phương trình vi phân tuyến tính cẤp hai hệ số 
không đổi, một. số ứng dụng của phương trình vị phân, phương pháp tìm 
nghiệm của một số phương trình vi phân dưới dạng chuỗi lữy thừa. 

— Đinh viên cẩn hiểu rỡ các khái niệm cơ bản đó, nhận dạng được các 
phương trình đã học, giải được cÁc phương trình đó, hiểu ược ý nghĩa 
hình học hay thực tiễn của các bài toán đặt ra. 


§1. ĐẠI CƯƠNG VỀ PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 


Người ta gọi phương trình vị phân là phương trình có đạng 
F(x, y, y,... y) =0, 1.1) 
trong đó x là biến số độc lập; y = y(x) là hàm số phải tìm; y, y",..., ym l 
các đạo hàm của nó. : 

Cấp cao nhất của các đạo hàm của y có mặt tron phương trình gọi là 
cấp của phương trình. Chẳng hạn, yy' = e sinx là phương trình vi phân cấp 
một, xây" ~ 3xy' + 2y = e” là phương trình vi phân cấp hai, còn (11.1) là 
phương trình vi phân cấp n. 

Phương trình vi phân (1 I.1) được gọi là ứxyến tính nếu biểu thức F là bậc 
nhất đối với y, y',..., y“), Dạng tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính 
cấp n là 


y+ ai(x)y”Ð +... +an_j(X)y' + an(X)y = Í(), (11.2) 


trong đó a¡(X), ..., a,(x), f(x) là những hàm số cho trước. 
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Người ta gọi nghiệm của phương trình vì phân là mọi hàm số thoả mãn 
phương trình ấy, tức là mọi hàm số sao cho khi thế chúng vào phương trình 
ta được một đồng nhất thức. Chẳng hạn, các hàm số y = Cicosx + Czsinx, 
trong đó Cị, C; là những hằng số tuỳ ý, đều là nghiệm của phương trình 

y"+y=0. 

Thật vậy, ta có 

` =—CsinX + ccosx, 
Y” =~c¡cosX — czsÍnx, 
Do đó 
y”+ y = Cicosx + C¿sinx — C¡cosx — C;sinx = 0. 
Cho C¡, C¿ lấy những giá trị khác nhau, ta được những nghiệm khác nhau 
của phương trình ấy. Vậy phương trình vi phân y" + y =0 có vô số nghiệm. 

Giải một phương trình vi phân là tìm tất cả các nghiệm của nó. Vẻ mặt 
hình học, mỗi nghiệm của phương trình vi phân xác định một đường cong, 
gọi là đường cong tích phân của phương trình. Giải một phương trình vi phân 
là tìm tất cả các đường cong tích phân của nó. Các đường cong ấy được xác 
định bởi phương trình y = @(x), hoặc bởi phương trình ®(x, y) = 0, hoặc bởi 
phương trình tham số x = x(), y = ve). , 


Trong chương này, một số phương trình vị phân cấp một được xét ở §2, 
còn các phương trình vi phân tuyến tính cấp hai hệ số không đổi được xét ở 
§3. Phương pháp tìm nghiệm của một số phương trình vi phân dưới dạng 
chuỗi luỹ thừa được trình bày ở cuối §3. 


§2. PHƯƠNG TRÌNH VI PHẢN CẤP MỘT 


2.1. Đại cương về phương trình vi phân cấp một 
Dạng tổng quát của phương trình vi phân cấp một là : 


FŒ, y, y) =0. (11.3) 
Nếu giải được phương trình (11.3) đối với y', phương trình ấy có dạng 
y =fQ. y). . (q14) 
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Chẳng hạn, y' + xy = xe" và yy' + x? + y°=0là những phương trình vi 
phân cấp một, mà phương trình đầu là tuyến tính. 


Xét phương trình 

y~y=0. (11.5) 
Ta dễ dàng thấy rằng các hàm số 

y=Œœ*, (11.69 


trong đó C là hằng số tuỳ ý, là nghiệm của phương trình (11.5). Nếu muốn 
tìm một nghiệm xác định của phương trình (11.5), ta phải đặt thêm một điều 
kiện, chẳng hạn y lấy giá trị bằng 2 khi x = 0. Điều kiện này thường được 
viết là 

Y|¿-o=2 hay y(0)=2. (11.7) 
Thế điều kiện (11.7) vào (11.6), ta được 

2=CŒe°=C. 
Vậy nghiệm của phương trình (1 1.5) thoả mãn điều kiện (11.7) là y = 2e". 

Bài toán tìm nghiệm của phương trình (11.5) thoả mãn điều kiện (11.7) 
gọi là bài toán giá trị ban đầu (hay bài toán Cauchy) đối với phương trình 
(11.5). Điều kiện (11.7) gọi là điều kiện ban đầu. 

Nghiệm (11.6) gọi là nghiệm tổng quát của phương trình (11.5). Nếu cho 
hằng số tuỳ ý C trong nghiệm tổng quát lấy một giá trị xác định Cọ thì 
nghiệm tương ứng gọi là nghiệm riêng của phương trình. 

Đôi khi ta không tìm được nghiệm tổng quát của phương trình vi phân 
cấp một dưới dạng tường minh y = 0(x, C), mà chỉ tìm được một hệ thức có 
dạng ®(x, y, C) = 0, nó xác định nghiệm tổng quát dưới dạng ẩn. Hệ thức ấy 
gọi là tích phân tổng quát của phương trình vi phân. Nếu cho hằng số tuỳ ý 
C lấy một giá trị xác định Cọ thì biểu thức ®(x, y, Cụ) gọi là tích phân riêng 
của phương trình. 


Người ta đã chứng minh được rằng, nếu f và „ liên tục trong một miền 


D đóng, bị chặn của mặt phẳng xOy và nếu (Xọ, Yọ)  D thì tôn tại một 
nghiệm duy nhất y = y(x) của phương trình 

y =f(x, y) 
thoả mãn điều kiện 
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Y[x=xẹ =Ÿo-. 
Nghiệm ấy được xác định trong một khoảng nào đó trên trục Ox, chứa điểm xạ. 


2.2. Phương trình vi phân biến số phân ly 


Phương trình biến số phân ly là phương trình (11.4), trong đó vế phải 
f(x, y) có dạng p().q(y) 


y =p@).q0). (1:8) 
Phương trình ấy có thể viết là bà = p().q(y), hay nếu q(y) z 0 
dy 
——= dx. 11.9 
q0) 20 0o nhàn 


Vế trái chỉ phụ thuộc y, vế phải chỉ phụ thuộc x, nên người ta gọi (11.8) là 
phương trình biến số phân ÏL. 
1 


Gọi Q(y) là một nguyên hàm của q0)” P%) là một nguyên hàm của 


p(). Bằng cách lấy nguyên hàm hai vế của (1 1.9), ta được 

Q(y) = P(x) + C, 
trong đó C là hằng số tuỳ ý. Hệ thức ấy là tích phân tổng quát của phương 
trình (11.8). 


Ví dụ ï. Tìm nghiệm của phương trình y' = eŸ Ÿ, thoả mãn điều kiện 
yq) = I1. 


X 
Giải: Phương trình có thể viết lại là „ = = hay e*dx = eÝdy. 
e 
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được 
e =e`+C, 


trong đó C là hằng số tuỳ ý. Đó là tích phân tổng quát của phương trình. Thế 
x = ] vào hai vế, do y(1) = Ì, ta có 


e=e+C hay C=0. 
Ta được tích phân riêng eŸ = e”, do đó được nghiệm riêng là 
y=K. 
Ví dụ 2. Giải bài toán giá trị ban đầu 
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x\j1 + y2dx + yV1 + x2dy =0, y(0) = . 


Giải: Chỉa hai vế của phương trình cho dị+x2 xh+y? „ ta được 
xdx ydy 
được đưyt 
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được 


VI+x? + l+y?= 


C là hằng số tuỳ ý. Đó là tích phân tổng quát của phương trình. Trong hai vế 
cho x =0, ta được 





1+ 42 =C. 


Vậy tích phân riêng của phương trình là 
ÝL+x2? +vJ1ry2 =2 +1. 


Ví dụ 3. Giải phương trình 

@œ° +l)y = x3y đi, ) 
Giải: Phương trình có thể viết là 

dy = x? +1) 

dX x1. 


nó có dạng biến số phân ly. Vì y + l = 0 không thể thoả mãn phương trình 
nên từ phương trình đó suy ra 


dy _ x?dx 
y+l x21 


Lấy nguyên hàm hai vế, ta được 





In|y + l|= ginlxẺ + 1| + In|C| = In 





CÑx? + { 
trong đó C là một hằng số tuỳ ý. Do đó 


y=~—l+ CŸx? +1, 


Đó là nghiệm tổng quát của phương trình. 
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Ví đụ 4. Giải bài toán giá trị ban đầu 


' 


2x+l 
“——-- #Í ñ 0 =-Ï. 
ỳ 2y) (y # I), y(0) 
Giải: Phương trình có thể viết 
dy_ 2x+l + 
dx "2= hay 2 l)dy = (2x + l)dx, 
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được l 
(y~ D=xŸ+x + Chay y= 1+ x +x+C, 
Thế x = 0 vào hai vế, ta có 
—I=1+ ⁄C hay-2=+./C 
Điều này chỉ xảy ra khí ~2 = —VC , chỉ lấy dấu — trước căn thức. Do đó C = 4, 


Vậy 
Yy=lI-V⁄x?+x+4, 


Ví dụ 5. Giải phương trình 
Y + siỉn(X + y) = sin(x — y) 
Giải: Ta viết 
dy _. : : 
ah SiN(X ~ y) — sỉn(x + Y) =~2sinycosx. 


Nếu siny z O, tức là y # kn, k e Z, ta Suy ra 


_. + 2cosxdx =0, 
sin y 


Lấy nguyên hàm hai vế, ta được 


hlưŸ + 2sinx =C, 





C là hằng số tuỳ ý. Đó là tích phân tổng quát của phương trình. 
Chú ý rằng y = kx, k e Z, cũng là nghiệm của phương trình. 
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Ví dụ 6. Giải phương trình 


y'` =cos(x ~ y). 
Giải: Phương trình này không có dạng biến số phân ly, nhưng nếu đặt 
Z= X~ y, ta có ?` = I — y', phương trình trở thành 


d 
1—-#=cosz hay z'= m =l—cosz= 2sin? 2. 


Ta được một phương trình biến số phân ly. Nếu sinT z 0, tức là 5 # kn, 
keZ,tacó 
dz 





Ty, L1 
2sin 2 
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được 
x= ~cotgE +€, 
trong đó C là hằng số tùy ý. Do đó 
X=Y_œ 


x+cotg PNSï 





là tích phân tổng quát. 
Nếu sinT = 0, ta có 2 = km, k e Z hay z = 2km hay y = x — 2k. 
Dễ dàng thấy rằng y = x — 2kz, k e Z„ cũng là nghiệm của phương trình. 
2.3. Phương trình vi phân cấp một thuần nhất 


Phương trình vi phân cấp một y' = f(, y) gọi là thuần nhất nếu vế phải 


f(x, y) của nó có thể viết dưới dạng s|*), Chẳng hạn, phương trình vi phân 
,_X -xy+y? „x+2y 
x? + v x+ Y 


là phương trình vi phân thuần nhất vì nó có thể viết thành 
2 
ml DÌR sai) 
TH HN 0 Hôn), 
c5 Ð , 
y 
+(j— "“Ð) 
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nhưng phương trình vị phân 
,x-xy+y 
Bàn ng. 
xẮứ+y 
không phải là phương trình thuần nhất vì không thể viết vế phải của nó dưới 


dạng s(), 


Để giải phương trình vi phân cấp 1 thuần nhất 


yx> :(Ề) (11.10) 
X 
ta đặt y = ux, trong đó u là một hàm số của x. Khi đó 
y`=xư +u. 


Thế vào phương trình (11.10), ta được 
du 
dx 


Đó là một phương trình biến số phân ly. Giải phương trình đó ta tìm được 
u(x). Khi đó nghiệm của phương trình (11.10) là y = xu(x). 
Ví dụ 7. Giải phương trình vi phân 


xu+u=g(u) hay x = g{u) —u. 


,_ 2XYy— y? 
y=———. 
x“Ý -Xy 
Giải: Đó là phương trình thuần nhất, vì có thể viết vế phải của nó 
dưới dạng 








F 2u ~uˆ 
ưX+u+= 
l-u 
„ểu „2u uÊ _ 2u=u -u+u”_ u 
đc lu 1I-u _1—u 
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Do đó 


THÔN nN, hay THỰ 
u L$ u X 


Lấy nguyên hàm hai vế, ta được 





In vị ~u= In|Ca|, 


trong đó C là hằng số tuỳ ý, vậy 








Bá PP -1 _eu 
In œ|u hay œ“° 
y x 
bộ #x 2e 
hay ——=€* hay y=Œ : 
Cx? 


Đó là tích phân tổng quát của phương trình đã cho. 
Ví dụ 8. Giải phương trình vi phân Ộ 


xdy — ydx = 4x? + y?dx. 


Giải: Phương trình có thể viết là 
xy= 4x? +? +y. 
Dễ thấy rằng đó là phương trình thuần nhất. Đặt y = xu. Với x > 0 ta được 


x(xấy +) =xVl+u2 +xu 


dx 
hay 





Lấy nguyên hàm hai vế, ta được 
In(u + Ý1 + u2) = In|x| + In|C| = In|Cx|, 
trong đó C là hằng số tuỳ ý. Do đó 
u+VI+u2 =Cx hay Ýi+u? =Cx—u 
Bình phương hai vế, ta được 
1=C^x? - 2Cxu hay 1+2Cy - CxỶ =0. 
Đó là tích phân tổng quát của phương trình. Nếu x < 0, ta cũng được kết 
quả ấy. 
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+T 

+] 
vào: 
cv yA 


Vĩ dụ 9. Giải phương trình vi phân 
xy?dy = (xŸ + y°)dx. 
Giải: Đó là một phương trình vỉ phân cấp một thuần nhất, vì có thể viết 
nó đưới đạng 


Đặt y = ux, ta được 


Xe cm qv0a/v5yc 6” 
dx u2 Xx 


Lấy nguyên hàm hai vế, ta được 
uŠ 3 
Kău In|Cx[ hay uẺ= 3In|Cx|, 


trong đó C là hằng số tuỳ ý. Do đó nghiệm tổng quát của phương trình là 
y =xt3iIn|Cx[. 


2.4. Phương trinh ví phân tuyến tính cấp một 
Đó là phương trình có dạng 
Y +p(%)y = q(), (1.11) 
trong đó p(x), q(x) là những hàm số liên tục trong một khoảng J c R, 


Phương trình tuyến tính (11.11) gọi là thuận nhá? nếu q(x) = O trong I, là 
không thuần nhất trong trường hợp trái lại. Chẳng hạn, 
y" + 4xy' — 5x2y = xe* 
là phương trình tuyến tính không thuần nhất ; 
y"-2y+y=0 
là phương trình tuyến tính thuần nhất ; nhưng 
y"~3y'+ 2Úy =5 
không phải là phương trình vi phân tuyến tính. 


Để giải phương trình vị phân tuyến tính không thuần nhất (11.11), trước 
hết ta hãy giải phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất tương ứng 
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y +pŒ)y =0. : (11.12) 
Rõ ràng đó là phương trình biến số phân ly. Dễ thấy rằng y = 0 cũng là một 
nghiệm của phương trình (11.12). Bây giờ xét y z 0, từ phương trình (11.12) 
SUY ra 
$ =-p(x)dx. 
y 
Do đó lấy nguyên hàm hai vế, ta được 


in 


=~ [p&)đ, 


X0 





y 
C 





trong đó C là hằng số tuỳ ý, x„ là một điểm nào đó thuộc I. Suy ra 


_=] Pdoát 
y=(Cc *0 : (11.13) 
đó là nghiệm tổng quát của phương trình (11.12). Chú ý rằng nghiệm y=0 
nhận xét ở trên cũng là một nghiệm của (11.12), nó được suy ra từ nghiệm 
tổng quát bằng cách cho C = 0. 
Bây giờ ta sẽ cho hằng số tuỳ ý C trong biểu thức (11.13) biến thiên, tức 
là ta tìm hàm số C() sao cho 


— Í p(k)đE . 
y= C()c "0 (11.14) 
thoả mãn phương trình không thuần nhất (11.1 1). Từ (11.14), ta có 
*x ` 
- Í p(ŒdE - {p(€&)đE 
y'=C(œx)e "9 — C(x)p(x)e "9 
Thế vào phương trình (1 1.11) ta được 
~ Íp()dE 
Ct(x} "9 =qŒœ). 
Do đó 
X 
jp&)& 


Cf(x) = q(œ).e*9 
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j p@E 
Gọi @(x) là một nguyên hàm của q(x). e*0 , ta được 
C(x) = ọ(%) + K, 
trong đó K là một hằng số tuỳ ý. Thế vào (1 1.14), ta được 


*x x x 
- Í p&đš ~ Íp()JđE - Íp(Œ)đ 
y = (0(x) + K)e "9 = g()e "0 + Ke *0 ,- (11.15) 
đó là nghiệm tổng quát của phương trình (11.1 1). 

Phương pháp giải trên gọi là phương pháp biến thiên hằng số. 

Ta nhận xét rằng, số hạng thứ hai trong vế phải của (11.15) chính là 
nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng (11.12), còn số 
hạng đầu là một nghiệm riêng của phương trình (11.11) được SUY ra từ 
nghiệm tổng quát (11.15) bằng cách cho K = 0. Vậy nghiệm tổng gui của 
phương trình ví phân tuyến tính không thuân nhất bằng nghiệm tổng quát 
của phương trình thuân nhất tương ứng cộng với một nghiệm riêng nào đó 
của phương trình không thuần nhất. 


Xí dụ 10. Giải phương trình vi phân tuyến tính 
, Sỉn x 
y+ H XS (œ z0). 

Giải: Trước hết ta giải phương trình thuần nhất tương ứng 
đdy .: 
dxT 

Lấy nguyên hàm hai vế, ta Xe 
In|y| + In|x| = In|C| hay In|yx| = In|C|. 


=9 hay -—T+-——= 
y.X 


Do đó 
yx = Chay yveS, 


trong đó C là hằng số tuỳ ý. Đó là nghiệm tổng quát của phương trình thuần 
nhất tương ứng. 


Bây giờ ta tìm nghiệm của phương trình không thuần nhất dưới dạng 


- 
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Thế vào phương trình, ta được 


CŒ) _ sinx 


mn hay C(x) = sinx. 


Suy ra C(x) = =cosx + K, K là hằng số tuỳ ý. Vậy 


_ —cosx + K cosx K 
X X xẾ 


Ví dụ 11. Giải bài toán giá trị ban đầu 











.. 
vn" œ+ ÐỶ, y(0)= 2 (x#~—l). 
Giải: Viết phương trình thuần nhất tương K dưới dạng 
dy_ 2y _ dy „ dx 
dể Xếi Ủ hay Yy “x+Ïi 
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được 
Im tả =InŒ + Ÿ hay y=C@ + L), 








trong đó C là hằng số tuỳ ý. Bây giờ tìm hàm số C(x) sao cho y=C@).(x+ lý 
là nghiệm của phương trình không thuần nhất. Ta có 


y=C(x)\(x+ lầy + 2C(x)(x + 1). 
Thế vào phương trình không thuần nhất, ta được 
C@)Œ + DŸ=(x+ UỶ hay C@)=x +. 


về 
Do đó C(x) = †+x+K,Kl hằng số tuỳ ý. Vậy nghiệm tổng quát của 
phương trình là 


2 
x*[sxsk]e+bP 


Cho x =0 vào hai vế, ta được 3 =. Vậy ta được nghiệm riêng 


= x? z_ (x+1# 
[em 1]e+Đ*= BH. 


Ví dụ 12. Một vật có khối lượng m rơi từ một độ cao nào đó dưới tác 
dụng của trọng lực. Biết rằng gia tốc của trọng trường là g, lực cản-của 
không khí tỷ lệ với vận tốc rơi của vật, tức là bằng —kv(Ð, trong đó k là 
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một hằng số dương, v(t) là vận tốc rơi của vật ở thời điểm t, vận tốc ban đầu 
bằng 0, hãy tìm v(0). 


Giải: Vật rơi chịu tác dụng của hợp lực mg —kv(). Theo định luật thứ 
hai của Newton, ta có 
đv dv 
mì =mg-kv hay mì +kv=mg. 
Đó là một phương trình vi phân tuyến tính cấp một đối với hàm phải tìm v(t) 
là biến số độc lập. Giải phương trình thuần nhất tương ứng, ta được 
dv dv k 
mạr+kv= =0 hay X mứ 
Lấy nguyên hàm hai vế ta được 


V k —t 
ClÌ=——t hay v=Ce m, 
m 


InÌ= 








k 
trong đó C là hằng số tuỳ ý. Bây giờ ta tìm hàm C() sao cho v = C()e m. 
thoả mãn phương trình không thuần nhất. Thế vào phương trình đó, ta được 
= + 

C@)m =g hay C)= gem, 

Vậy 
ký 

Cá) = Tem +K, 

trong đó K là hằng số tuỳ ÿ. Ản nghiệm tổng quát là 


k 
v(t) = Mu +Ke mm, 


Do v(0) =0, ta được K = =. Vậy 


k 
v(t) = HỆ TT } 


Ví dụ 13. Giải phương trình vị phân cấp một 
(x+y ?)dy = ydx. 


Giải: Nếu xem y là hàm số phải tìm, x là biến số độc lập, nÒN4 trình 
được viết là 


(x+y 2y =y, 
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là) 
£@ 


s*eœ 
y3 


thì nó không là phương trình tuyến tính. Nhưng nếu xem x là hàm số phải 
tìm, y là biến độc lập thì có thể viết phương trình là 
dx _ 2 dK__ _ 2 
Yay =x+*+y hay Y3y x=y. 
Nó có dạng phương trình ví phân tuyến tính đối với x, còn y được xem là 
biến số độc lập. Giải phương trình thuần nhất tương ứng ta được 
cn x=0 ha hi SE h4 
y dy = li sệm y” 
Nghiệm tổng quát của nó là x = Cy, C là hằng số tuỳ ý. Bây giờ xem C là 
hàm số của biến số độc lập y, tìm C(y) để x = C(y).y thoả mãn phương trình 
không thuần nhất. Ta được 
Y(C(y).y + C(y)) - C(y).y=y” hay CỢ) =1. 
Đo đó C(y) = y + K, K là hằng số tuỳ ý. Vậy 
x=Ky+ y 
là nghiệm tổng quát của phương trình. 
Chú thích. Phương trình — ˆ 


y' + p(Œ)y = q(x)y”, (11.16) 


trong đó œ là hằng số khác 0 và khác 1, không phải là phương trình vị phân 
tuyến tính, nhưng có thể dễ dàng đưa vẻ dạng phương trình tuyến tính bằng 


cách đặt z = y` ~, Phương trình (11.16) được gọi là phương trình Bernoulli. 
Ví dụ 14. Giải phương trình 


Giải: Dễ thấy y = 0 là một nghiệm của phương trình. Nếu y # 0, chia hai 
vế của phương trình cho yŸ, ta được 
ˆ LẦU ¡28 1 
y y+ X Ờ =" x? k 
Đặt z = y ˆ, ta được z' =~2y 2V" do đó phương trình trở thành 


SH tá U2 2 & SE, 
2ˆ X x? 
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Đó là phương trình vi phân tuyến tính đối với z. Giải phương trình thuần 
nhất tương ứng l 


ldz 2 : z đz 
ˆ5ax†>z 0 hay E0 
ta được nghiệm tổng quát 
z= CK!, 


C là hàng số tuỳ ý. Cho hằng số C biến thiên, thế vào phương trình không . 


thuần nhất, ta được 
4 
+ x Số, lÌ " _ 2 = 2 
C*x) SN xã =C@&)= xế =C@)= su +K, 


K là hằng số tuỳ ý. Thế vào z = CxÝ, ta được 


- 
z =--Kx! Tá =y?= (<« tấn) Ề 
5 
y 

2.5. Phương trình vi phân toàn phần 

Người ta gọi phương trình vi phân toàn phần là phương trình vì phân 
có dạng 

P(x, yxlx + Q(x, y*ly = 0 (11.17) 
trong đó P(x, y)dx + Q(x, y)dy là vị phân toàn phần của một hàm số nào đó. 

Điều này xảy ra khi và chỉ khi 

PA 

._ 18 

2y “Đa | (11.18) 
(xem định lý 7.3). Khi điều kiện (11.18) được thoả mãn, ta có thể tìm được 
hàm số Í(x, y) sao cho df = P(x, y)dx + Q(x, y)dy. Vậy phương trình (11.17) 
có thể viết là 

díŒ, y) = 0. 
Do đó tích phân tổng quát của nó là 

f(x, y) = C, 
C là hàng số tuỳ ý. 

Tóm lại, nếu điều kiện (11.18) được thực hiện thì phương trình (11.17) 
là phương trình vi phân toàn phần. Khi đó chỉ cần tìm một hàm số f(x, y) sao 
cho df = P(x, y)dx + Q(x, y)dy. Tích phân tổng quát của phương trình 
(11.17) là f(&, y) = C, C là hằng số tuỳ ý. 
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Ví dụ 15. Giải phương trình vị phân cấp một 
(2Xy ~ cosy)y' + e* + yˆ = 0, 
Giải: Phương trình có thể viết là 
(+ y?)dx + (2xy — cosy)dy = 0. 
Đật P(x, y) = e* + y”, Q(x, y) = 2Xy — cosy, ta có 


Điều kiện (11.18) được thoả mãn. Phương trình đã cho là phương trình vi 
phân toàn phần. Ta chỉ cần tìm hàm Số f(x, y) sao cho 


df = P(x, y)dx + Q(x, y)dy, 


tức là 
Bì =ct+y? (*) 
ðf 
=——- =2XY-—-Cos (**) 
y M y 

Lấy nguyên hàm theo x hai vế của phương trình (*), ta được 
f(x, y)= e`+ y'x + 0(y), () 


trong đó ọ là một hàm số khả vi bất kỳ của một biến số độc lập y. Lấy đạo 
hàm theo y hai vế của (***), tạ được 


5 =2Xy + g0). l hi 


So sánh (**) và (****) ta được @'(y) = —cosy, do đó @(ÿ) = -siny + C, C là 
hằng số tuỳ ý. Cho C = 0 vì ta chỉ cần tìm một hàm số f(x, y) thoả mãn Œ®) 
và (**). Vậy 
f(x, y) = e" + xy? — siny. 
Do đó tích phân tổng quát của phương trình đã cho là 
€* + xy” ~ siny = K, 
K là hằng số tuỳ ý. 
Chú thích. Giả sử phương trình : 
P(x, y)dx + Q(x, y)dy =0 (11.19) 


không phải là phương trình vi phân toàn phần. Nếu tìm được một hàm số 
Œ{X, Y) sao cho 
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œ(x, y)[P(x, y)dx + Q(x, y)dy] = 
là phương trình vi phân toàn phần, tức là sao cho 


ô ô 
DĐ = 2x(øQ) 


thì œ(x, y) được gọi là thừa số tích phân của phương trình (I1. 19). 
Ví dụ I6. Giải phương trình 


[sơ cớ vŸ]x xe + y2dy =0 @®) 
bằng cách tìm một thừa số tích phân có dạng œ(x). 


Giải: Dễ dàng thấy rằng phương trình đã cho không phải là phương trình 
vị phân toàn phần. Hàm số œ(z) là thừa số tích phân của phương trình đó khi 


và chỉ khi 
8 2 ”] =, XÃ 2 2 
Ä|e|s» txy+ ||“ [s0 +y )| 
hay 
œ(x)2x + x?+ v2 = œ(x)œ? + y2 + œ(x).2x 
hay 
œ(x) = d(%}. 
Do đó œ(x) = Ce". Chọn C = I, ta được œ(x) = e”. Vậy 
3 
e* ls» +x2y+ XÌm + e (7 + y?)dy =0 (*#) 


là một phương trình vi phân toàn phần. Ta tìm hàm số f(x, y) sao cÍo vế trái 
của (**) là vi phân toàn phần của f, tức là sao cho 
3 
Ív= cứ» +xỞy + ”) 
fy=e c2 +Yy dã 
Lấy nguyên hàm hai vế của đẳng thức sau, ta được 
3 


f(%, y)= {+ y+ #] + 0Œ), 
trong đó ọ là một hàm số khả ví bất kỳ của biến số độc lập x. Do đó 


3 
f,= Ít + s] +€*2xy + 0x). 
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sủ2, 


So sánh với biểu thức f, ở trên, ta được @{%x) = 0. Do đó ọ(x) = C, C là hằng 
Số tuỳ ý. Ta chọn C = 0 vì chỉ cần tìm một hàm số f(x, y) nhận vế trái của 
(**) làm vi phân toàn phần, ta được 


3 
Í(x, y)= e* Le + #] 


Vậy tích phân tổng quát của phương trình (**) là 
3 
e L% + #] =€C, 


C là hàng số tuỳ ý. Đó cũng là tích phân tổng quát của phương trình (*) vì 
œ(X)=e”>0, VxeR, 


2.6. Quỹ đạo trực giao 
# là một họ đường cong phẳng phụ thuộc một tham số €, có phương 
trình là 
F(x, y, C) = 0. (11.20) 
Người ta gọi quỹ đạo trực giao của họ là những đường cong cắt tất cả 
các đường cong của họ Ÿ dưới gỐc œ = s- Chẳng hạn những đường tròn 


tâm O là những quỹ đạo trực giao của họ đường thẳng y = Cx đi qua gốc toa 
độ (hình I 1.1). 

Muốn tìm phương trình của các quỹ x 
đạo trực giao của họ S trước hết ta lập 
phương trình vi phân của họ bằng cách 
khử tham số C từ hai phương trình 


F(x, y, C) = 0 


+. 
2 


d 
qxfŒ, y,C) =0 


Ta sẽ được một phương trình liên hệ ba : 
biến số x, y và y' Hình 111 
fx,y,y)=0. (11.2) 

Đạo hàm y' trong phương trình đó biểu diễn hệ số gốc của đường tiếp 
tuyến của các đường cong của họ Ÿ tại điểm M(x, y). Vì quỹ đạo trực giáo 
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của % đi qua M cất các đường cong của 'Ÿ ` dưới góc œ = ” nên hệ số góc 


các đường tiếp tuyến của nó tại M là yị = —ấn do đó y'= ca Vạy 
lì 
phương trình vi phân của họ các quỹ đạo trực giao của ` được suy từ 


phương trình (11.21) bằng cách thay y' bởi cơ: Đó là phương trình 


r(<>.3:] =0 (11.22) 


, 
Nghiệm tổng quát của phương trình (11.22) sẽ cho ta phương trình của 
họ quỹ đạo trực giao của #: 
Ví dụ I7. Tìm quỹ đạo trực giao của họ đường parabôn y = Ca: 
Giải: Lấy đạo hàm theo x hai vế của phương trình trên, ta được y` = 2Cx.. 
Khử C giữa hai phương trình; 
v= CxŸ, 
y=2Œx 
ta được phương trình vi phân của họ đường parabôn là 


y X 


Đó là một phương trình vi phân 
biến số phân ly. Tích phân tổng 
quát của nó là 

2 2 

X `. }Ÿ _K2 

1 + 2 K“. | 
Vậy các quỹ đạo trực giao phải tìm 
là họ các đường elip có các .bán 


trục là 2K và Kx/2 (hình 11.2). Hình 11.2 
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§3. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP HAI TUYẾN TÍNH 


Dạng tổng quát của phương trình vi phân cấp hai tuyến tính là 


y" + p(x)y' + q()y = f6), (11.23) 
trong đó p(Œ), q(x), f(x) là những hàm số liên tục trong một khoảng I nào đó. 
p(Œ%), q(x) gọi là hệ số của phương trình, còn f(x) là vế phải của phương 
trình. Phương trình (11.23) được gọi là thuần nhất nếu f(x) = 0, Vx e I; là 
không £huần nhất trong trường hợp trái lại. 

Phương trình 

y” +p(x)y' + q)y =0 (H24 

được gọi là phương trình thuần nhất tương ứng với phương trình (11.23). 


3.1. Phương trình vì phân cấp hai tuyến tính thuần nhất 
Định lý 11.1. Nếu y,(x) và y;(x) là hai nghiệm của phương trình thuần 


nhất (11.24) thì Cạy,(x) + C;ya(x), trong đó C¡ và Cạ là những hằng số, 
cũng là nghiệm của phương trình đó. 


Chứng minh: Đặt y(x) = Ciyi(Œ) + Cạy;(x). Ta có 
y” +p(%)y' +q()y = C¡ y() + Cạy2(X) + px) [C¡ yị() + Cạy2(X)] + 
+ q() [Ciy¡() + €y¿@)]} 
= C¡[y¡(%) + pŒ&)y¡ &) + qŒ)y¡Œ)] + 
+ ©[y¿(Œ) + p(Œ)y;(X) + q(%)y;()] = Cị.0 + C;.0 = 0. 
Ta nhắc lại định nghĩa sau. 
. Định nghĩa. Hai hàm số y¡(x),.y;() gọi là phụ thuộc tuyến tính nếu tỷ số 


Hai = k, klà hằng số, Vx e I; gọi là độc lập tuyến tính trong trường hợp 
2 


ngược lại. Chẳng hạn hai hàm số ~2x” và 5x là phụ thuộc tuyến tính, còn hai 
=~ # k,k là hằng số. 





hàm số cosx và sinx là độc lập tuyến tính vì HN: 


Định lý 11.2. Nếu y,(x) và ya(x) là hai nghiệm độc lập tuyến tính của 
phương trình (11.24) thì mọi nghiệm của phương trình đó đêu có dạng 
X(x) = Cryj(x) + Cạy2(x), (11.25) 


trong đó C¡, C; là các hằng số tuỳ ý.` 


Ta thừa nhận định lý này. 

Theo định lý 11.2 chỉ cần biết hai nghiệm độc lập tuyến tính của phương 
trình thuần nhất (11.24), ta sẽ biết mọi nghiệm của nó. Biểu thức (1 1.25) gọi 
là nghiệm tổng quát của phương trình (11.24). Nếu cho Ct, C¿ trong (11.25) 
lấy các giá trị xác định, ta sẽ được một nghiệm xác định, Bọi là nghiệm riêng 
của phương trình (1 1.24). Chẳng hạn, Y¡ = €osx và y¿ = sinx là hai nghiệm 
độc lập tuyến tính của phương trình y" + y = 0, vậy nghiệm tổng quát của 
phương trình y" + y = 0 là 

y = C¡cosx + C;sinx, 
C¡, C¿ là các hằng số tuỳ ý. 

Tuy nhiên, khi các hệ số của phương trình thuần nhất (11.24) biến thiên 
theo x thì không có phương pháp tổng quát để tìm các nghiệm riêng của nó. 
Nhưng sẽ thấy ở mục 3.3, ta có thể tìm được các nghiệm riêng của phương 
trình thuần nhất (11.24) nếu các hệ số của nó là những hằng số. 


3.2. Phương trình vì phân cấp hai tuyến tính không thuần nhất 

Định lý LI.3 (về cấu trúc nghiệm tổng quát của phương trình tuyến tính 
không thuân nhất). Nghiệm tổng quát của phương trình không thuần nhất 
(11.23) bằng tổng của nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương 
ứng (11.24) với một nghiệm riêng nào đó của phương trình không thuân nhất 
(11.23). 

Chứng mình: Giả sử ta đã biết một nghiệm riêng Y của phương trình 
không thuần nhất (11.23). Ta chỉ việc thử lại rằng nếu y là một nghiệm bất 
kỳ của phương trình đó thì hiệu y — Y là một nghiệm của phương trình thuần 
nhất tương ứng (11.24). Thật Vậy, ta có : 

(y- Y)” + pŒ&)(y ~ Y} + q)(y - Y) 
= [y” + pŒ&)y' + q&)y] —(Y" + p@)Y' + q)Y) 
=f() - f(x) =0, 
vì y và Y cùng là nghiệm của phương trình (11.23) I 

Định lý 11.4 (nguyên lý chồng nghiệm). Nếu Y; là một nghiệm riêng 

của phương trình 


* 


y” + p(x)y + q(x)y = ƒWx), 
Ÿ¿ là một nghiệm riêng của phương trình 
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y + p(x)y'+ 4(x)y = f(x), 
thì ụ + Y; là một nghiệm riêng của phương trình 
y“ + P(x)Y'+ 4(x)y = f(x) + ÿ(x). 
Chứng minh: Ta có 
(Ý¡ + Y2)” + pŒ&) (Y4 +Ý¿y + qŒXY¡ + Y¿;) 
= Ci + pŒX)Y, + qŒ)Y,) + (YJ + p(%)Y; + q(x)Y;) 
=f¡@) + 2œ), 
vì theo giả thiết, Y¡' + p(x)Y/ + qŒ)Ÿ =fi (%), Y2 +p(x)Y2 + q()Ÿ; =f,(x) M 


Phương pháp sau đây cho ta cách tìm một nghiệm riêng của phương 
trình không thuần nhất (11.23) khi biết nghiệm tổng quát của phương trình 
thuần nhất tương ứng (1 1.24), 


Phương pháp biến thiên hằng số. Giả sử Y¡(Œ), Y2(x) là hai nghiệm Tiêng 
độc lập tuyến tính của phương trình (11.24). Khi đó nghiệm tổng quát của 
phương trình đó là 


y= Ciy¡Œ) + Cay;(x) (11.26) 
trong đó C\, C; là các hằng số tuỳ ý. Bây giờ xem C¡, C¿ là hai hàm số, ta 


tìm C¡, C¿ để biểu thức (11.26) là một nghiệm riêng của phương trình không 
thuần nhất (1 1.23). Ta có 


y`= Chyi + Cạy; + Cịy| + Cay;, 
Chọn C¡, C; sao cho 

Chyi + Cạy; =0 (1127) 
Khi đó: 

y'` = Cụyi +Cạy;, 

y"=Ciy¡ +Cạy; + Cịyi + Cạy; 
Thế vào phương trình (11.23), ta được 

Chyi + Cay: + Clyi + Cạy; + p@J(Cjy] + Cạy2) 
+ q@)(C¡y¡ + C2f,) = f(x) 


185 


hay : 

C¡Ới + PŒX)yt +q(%)y1)+C¿(ý2 + pGO)Y2 +q(X)y2)+Clyy +C2y; =f@œ) 
Nhưng yị + p(X)y¡ + q()y¡ =0, y¿ + p(X)y; + q(Œ)y; = 0 vì y, y; là hai 
nghiệm của phương trình thuần nhất (11.24), do đó 

Ciyi + Cạy; = f(x). (11.28) 


Như vậy, hàm số (11.26) là một nghiệm của phương trình (11.23) nếu Cịụ,C 
là hai hàm số thoả mãn hai phương trình (11.27), (11.28). 


lạ +C›y; =0 
Cụyi + Cạy; = fŒ&) 


Xem hệ trên là hệ hai phương trình đại số tuyến tính để tìm C¡ và C;. Định 
thức của hệ là 


vo vỊ 
Người ta đã chứng minh được rằng định thức trên khác 0, vì các nghiệm y; 
và y; độc lập tuyến tính với nhau. Do đó hệ có một nghiệm duy nhất. Giả sử 
đó là C¡ = @¡(Œ), C2 = @›(x). Nếu ®;¡(%x) là một nguyên hàm của @¡@), 


®;(x) là một nguyên hàm của ọ›(%), thì tz được một nghiệm riêng của 
phương trình không thuần nhất (1 1.23) là 


Y =®¡(x).y¡(x) + ®2(x).y›(x). 
Ví dụ ï. Giải phương trình 


ụ l T 7 
Y }Y “ng (-š<x<3]: 
Giải: Nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng y” + y =0 là 
: Y =C¡cosx + Csinx, 
trong đó C¡, C; là các hàng số tuỳ ý. Biểu thức ấy là nghiệm của phương 
trình không thuần nhất đã cho nếu C¡, C; là những hàm số thoả mãn hệ 











C¡ cosx + C2 sinx = 0 





: 1 
~C¡ sinx + C2 cosx = 
COSX 
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Giải hệ trên, ta được 
' SX „ 
Cị= KG €C; =I. 
Do đó 


C¡ = In|eosx|, Cạ =x. 
số X2 SŠ cà, š si ới Sinx ` 
Chú ý rằng ta chỉ cần tìm một nguyên hàm của Cị= man một nguyên 


hàm của C; = 1, nên không cần cộng thêm hằng số tuý ý. Vậy một nghiệm 
riêng của phương trình không thuần nhất đã cho là 
Y =cosx Inlcosx] + xsinx, 
Nghiệm tổng quát của nó là 
y = C¡cosX + C›sinx + cosx In|eosx| + xsinx 
Bài toán giá trị ban đầu 
Vì nghiệm tổng quát của phương trình vi phân cấp hai tuyến tính 
(11.23) hay (11.24) phụ thuộc hai bằng số tuỳ ý C¡, C;, nên để xác định một 
nghiệm riêng ta phải đặt hai điều kiện để xác định hai hằng số đó. Bài toán 
tìm nghiệm của phương trình (11.23) hay (11.24) thoả mãn các điều kiện 
YŒXg) = Yọ, Y (Ko) = VỊ, (11.28) 
trong đó xo là một điểm trong khoảng Ï ; yọ, y¡ là hai hằng số ; gọi là bài 
toán giá trị ban đầu. 


Người ta đã chứng minh được rằng, bài toán giá trị ban đầu đối với 
phương trình vi phân cấp hai tuyến tính (11.23) hay (11.24) luôn có một 
nghiệm duy nhất. 

Ví dụ 2. Giải bài toán giá trị ban đầu 





Y'+Y= cv: y0) = I, y(0) =T1. 
Giải: Nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là (xem ví dụ 1) 
y = C¡c05X + Csinx + cosxin|cosx| + xsinx. 
Thế các điều kiện ban đầu vào, ta được : 
y() = C¡ = 1, 


y(0) =Œ; =-—I.. 
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Vậy nghiệm của bài toán giá trị ban đầu là 


Y =COSX — sinx + cosx In|cos x| + xsinx. 


3.3. Phương trình vi phân cấp hai tuyến tính thuần nhất hệ 
số không đổi 
Xét phương trình 
y '+py +qy=0, (11.30) 
trong đó p, q là các hằng số. 
Ta sẽ tìm nghiệm của phương trình đó dưới dạng y = e”", trong đó r là 
một hằng số. Ta có 
y=reh, 
v" = re, 
Thế vào phương trình (I 1.30), ta được 
e*(r? + pr +q)=0. 
Vì e” >0, Vx e IR, nên từ phương trình ấy suy ra 


r+pr+q=0. _ (113 
Phương trình (11.31) gọi là phương trình đặc trưng của phương trình 
(11.30). Đó là một phương trình đại số bậc hai, suy từ phương trình (11.30) 
bằng cách thay y" bởi r”, thay y' bởi r và thay y bởi 1. Có ba trường hợp có 
thể xảy ra tuỳ theo dấu của biệt thức p? -4q. 

Trường hợp 1 : pˆ - 4q > 0. Phương trình đặc trưng (11.31) có hai 
nghiệm thực phân biệt r¡ và r;. Khí đó phương trình (1 1.30) có hat nghiệm 
riêng yị = c1“, y;¿ = e*?*, Hai nghiệm ấy độc lập tuyến tính vì 

bẠI 


mm = ct~5)*# hàng số. Vậy nghiệm tổng quát của phương trình (1 1.30) là 
2 


y= C¡e?" + C;c”*, 
€¡. C¿ là các hằng số tuỳ ý. 
Ví dụ 3. Giải các phương trình vi phân: 
a)y"— 5y +6y=0, 
b)y"+ 2y — 5y =0. 
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Giải: a) Phương trình đặc trưng là r? ~ 5r + 6 = 0, nó có hai nghiệm thực 
Tị = 2, ra > 3. Do đó nghiệm tổng quát là 
y=Cục” + C;e3%, 
b) Phương trình đặc trưng là rˆ + 2r — 5 = 0, nó có hai nghiệm thực 
r=-1+3‡ 46, Vậy nghiệm tổng quát là 
y=Œ eI6x „ C;ecI+#6x Ề 


Trường hợp 2 : p” ~ 4q = 0. Phương trình đặc trưng (11.31) có một 
nghiệm kép 


r=T, đo đó 2r+p =0. 


Vậy phương trình (11.30) có một nghiệm riêng y = e"”. Ta có thể thử lại rằng 
Y¿ = xe cũng là một nghiệm của phương trình (11.30). Thật vậy, ta có 
Yạ =€ “+ xre”, 
Y¿ = 2reT5 + r2xefX, 
Do đó 
Y2 + PYV¿ +dqy; =eP[2r + r2x + p(I + xr) + qx] 
=€” [Ór +p) + x(ˆ + pr + q)] 
Nhưng 2r + p = 0 vì r = ~Š: r7 + pr + q= 0 vì r là nghiệm của (11. 31), 
Vậy 
Y2 +P2 +qy¿=0. 
Tóm lại, phương trình (11.30) có hai nghiệm riêng y¡ = e”, y; = xe, chúng 


độc lập tuyến tính với nhau. Vậy nghiệm tổng quát của phương trình 
(11.30) là 


y= Cục” + C;xe” = (C¡ + C;x)c, 
Ví dụ 4. Giải phương trình vị phân 
y"+6y +9y=0. 


Giải: Phương trình đặc trưng là F+6r+9= 0, nó có nghiệm kép r = -3. 
Vậy phương trình vi phân đã cho có nghiệm tổng quát là 


y=(C¡ +Cax} 2%, 
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Trường hợp 3 : pˆ ~ 4q < 0. Phương trình đặc trưng (11.31) có hai 
nghiệm phức liên hợp rị = œ + ¡B, rạ = œ — ¡B, trong đó œ, B là những số 
thực. Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân (11.30) là 

y=Kt c(0+iB)x „ K;et-IP, 


trong đó K), K¿ là hằng số tuỳ ý. Nhưng theo các công thức Euler (10.22) và 
(10.23) ta có: 

elP* = cosBx + isinBx, 

vn cosfx — isinBx. 
Do đó 


y= Kie**(cosBx + isinBx)+ Kze** (cosBx — isinBx) 
=e”(K¡ +Kz)cosBx +i(K¡ — Kz)sinBx] 


Đặt C¡ = Kị + Kạ, C = i(K, — K¿), ta được nghiệm tổng quát của phương 
trình (11.30) là 
y=e “(C¡cosBx + CzsinBx). 
Ví dụ 5. Giải bài toán giá trị ban đầu 
y"- 4y + 29y =0, y(0) =0, y0) = 5. 
Giải: Phương trình đặc trưng là TỶ — Ár + 29 =0. Biệt thức A'= 4— 29 = ~25. 


Phương trình đặc trưng có hai nghiệm phức liên hợp là r = 2 + 5i. Vậy 
nghiệm tổng quát phải tìm là 


y=€”4C¡cos5x + C¿sin5x). 
Do đó 
y= 2e”“(C¡cos5x + C;sin5x) + e?X{—5C,sin5x + 5C;cos5x). 
Thế các điều kiện ban đầu vào, ta được: 
y(0) = Cị =0, 
y(0) = 5C; = 5. 
Do đó C¡ = 1, vậy nghiệm của bài toán giá trị ban đầu là 


y= €”*sin5x. 
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Lưu ý rằng ta đã giải được các phương trình vi phân cấp hai tuyến tính 
hệ số không đổi mà không phải làm một phép tính tích phân nào. 
Bảng tóm tất về nghiệm tổng quát của phương trình (11.30) 









Nghiệm của phương trình (11.31) Nghiệm của phương trình (11.30) 





Tị, r; thỰC, rị # r; y=Cjc 1" +C;e?> 






Tị Tạ =Ƒ 


y=£€7(C¡ + Cx) 










rị, r; = œ + ÍB, œ, B thực y= €”"(CicosBx + C¿sinBx) 





^", 


3.4. Phương trình vi phân cấp hai tuyến tính không thưần 
nhất với hệ số không đổi 
Bây giờ xét phương trình 
y'+py +qy=fŒœ), (1132) 
trong đó p, q là các hằng số. 


Trong mục 3.3 ta đã tìm được nghiệm tổng quát của phương trình thuần 
nhất tương ứng (11.30). Theo định lý 11.3, nếu tìm được một nghiệm riêng 
Y của phương trình không thuần nhất (11.32) thì nghiệm tổng quát của nó 
bằng tổng của Y với nghiệm tổng quát của phương trình (11.30). 


Phương pháp chung để tìm một nghiệm riêng Y của phương trình không 
thuần nhất (11.32) là phương pháp biến thiên hằng số đã trình bày ở mục 3.2 
(xem ví dụ 2). Nhưng đối với một số dạng đặc biệt của vế phải f(x) ta có thể 
tìm được Y mà không cần một phép tính tích phân nào. 


Xét hai dạng đặc biệt sau của vế phải f(x). 


3.4.1. f() = e5, P;(x), trong đó œ là một hằng số, Pn(x) là một đa thức 
bậc n. 


s Nếu œ không là nghiệm của phương trình đặc trưng (11.31), ta tìm một 
nghiệm riêng của phương trình (11.32) có đạng 


Y=e”Q,œ), (11.33) 
trong đó Q„(x) là một đa thức bậc n. Ta có: 


Y'=oQ;@)e”" + Qœ)c, 


Y" =oŸQ,(%)e”X +20Q) 6)e"F + Q7 (x)c2X, 
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Thế vào phương trình (1 1.32), ta được 


e”* [Qn (x) + (20 + p)Q (X) + (0Ÿ + pơ + q)Qạ(x)] = e*X P„@œ), 
Do đó 


Qạ (X) + (20 + p)Qụ (x) + (G7 + pơ + q)Q,(x) =Pạ@). (11.34) 


Vì œ không là nghiệm của phương trình đặc trưng (11.31), nên d?+ pœ+q+0, do 
đó vế trái của (11.34) cũng là một đa thức bậc n, cùng bậc với đa thức ở vế 
phải. Bằng cách đồng nhất các hệ số cùng bậc ở hai vế của đẳng thức 
(11.34), ta được (n + 1) phương trình bậc nhất của (n + 1) ẩn là các hệ số của 
đa thức Q„(x). Phương pháp tìm các hệ số của Qạx) nêu trên gọi là phương 
pháp hệ số bất định. 

« Nếu œ là nghiệm đơn của phương trình đặc trưng thì œ” + pơ + q=0, 
2œ + p z0, vế trái của đẳng thức (11.34) là một đa thức bậc (n — l), trong 
khi vế phải của nó là một đa thức bậc n. Trong trường hợp này ta tìm Y có dạng 

Y=xe°*Q.@œ), (11.35) 
Khi đó vế trái của (11.34) là một đa thức bậc n, trong khi số hệ số ở hai vế 
vẫn chỉ là (n + 1). 
« Nếu œ là một nghiệm kép của phương trình đặc trưng, thì d2 + pœ + q = 0, 
2œ + p =0. Lập luận tương tự như trên, ta sẽ tìm nghiệm riêng Y có dạng 
Y =x?e”*Q,@œ). (11.36) 
Ví dụ ó. Giải phương trình 
y"+y-2y=l—x 

Giải: Vế phải có dạng f(x) = e”*P)(x), trong đó œ = 0, PŒ&) = —x + l. 
Phương trình đặc trưng là r” + r — 2 = 0, có hai nghiệm r = 1 và r = -2. Vậy 
nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất y" + y' — 2y = 0 là 

.y=Cie“t+Ce ?5 
'Vì œ = 0 không là nghiệm của phương trình đặc trưng, nên ta tìm nghiệm riêng 
Y của phương trình không thuần nhất đã cho dưới dạng Y = e“Q,() = Q¡(x), 
Q¡(x) là một đa thức bậc một,  = Ax + B, trong đó A, B là các hằng số mà 
ta sẽ xác định. Do đó: Y' = A, Y" =0. 


192 


_.. 


ý 
Cho? 
ọa 


. 


Thế vào phương trình đã cho, ta được 
Y"+Y ~2Y=A-2(Ax+B)= -2Ax+ AT—2B=—x + l. 


Đồng nhất các hệ số của các số hạng cùng bậc ở hai vế của đẳng thức trên, 
ta được 


2A =-l, A~2B= 1. 


Do đó 
\ 1 
A _ B=T 
Vậy . 
„2t 
2-4 


y =C¡e* +C;e ?X + 5 c 

Ví dự 7. Giải phương trình 

y"~4y +3y =c (+2). 

Giải: Vế phải có dạng e“*P;(x), trong đó œ = 1, P,(x) là đa thức bậc một. 
Phương trình đặc trưng có hai nghiệm r = 1 và r = 3. Nghiệm tổng quát của 
phương trình thuần nhất y" — 4y' + 3y = 0 là 

y=C¡et + C;e”, 
Vì œ = 1 là nghiệm đơn của phương trình đặc trưng, ta tìm nghiệm riêng Y 
của phương trình đã cho dưới dạng 
Y =e x(Ax + B) =c (Ax? + Bx). 
Do đó: 
Y' =e (Ax + Bx) + cÝ2Ax + B) = e`[Ax? + (B + 2A)x + BỊ, 
Y" =e"[Ax” + (B+2A)x + BỊ + e*[2Ax + B+ 2A] 
=e*[Ax? +(B+4A)x +2B + 2A]. 
Thế vào phương trình đã cho, ta được 
€T[-4Ax + 2A — 2B] = e + 2). 
Do đó ' 


1 5 


-4A =1,2A ~2B=2= A =2, B= TŠ. 
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Vậy 





- _„xv[X+5ð 
Y= =s{ 1 } 


Nghiệm tổng quát phải tìm là 


2 
y=C¡e” + C;e?X— SG 
Ví dụ 8. Giải phương trình 
y"—2y'+ y= xe, 


Giải: Vế phải có dạng e”ŠP,(x), trong đó œ = I, Pi() = x. Phương trình 


đặc trưng có nghiệm kép r = I nên nghiệm tổng quái của phương trình thuần 
nhất tương ứng là 


y=€Ý1(C¡ + C¿x). 


Vì ơ = 1 là nghiệm kép của phương trình đặc trưng, ta tìm một nghiệm riêng 
Y của phương trình đã cho dưới đạng 


Y=e x{Ax+B)= e*(Ax” + Bx?). 
Do đó: 
Y'=e*(Ax + Bx?) + e (3Ax” + 2Bx) = e* [Ax” + (B+ 3A)x? + 2Bx], 
Y" =€ [Ax” + (+ 3A)x? + 2Bx] + e [3Ax? + 2(B + 3A)x + 2BỊ. 
= €T[Ax” + (B+6A)x? + 2(2B + 3A)x + 2BỊ. 
Thế vào phương trình đã cho, ta được 


e (6Ax + 2B) = c*x. 
Do đó 


6Ax+2B=x= A= _ B=0=>Y =gehỂ, 
Nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 
y=€Ý(C¡ + C¿x) + c.. : 


3.4.2. fx) = Pm(X)cosBx + Pa(x)sinBx, trong đó Pm(%), Pa() lần lượt là 
các đa thức bậc m, n, còn B là hằng số. 
Người ta đã chứng minh rằng : 
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s Nếu +iB không là nghiệm của phương trình đặc trưng (11.31) thì tìm 
một nghiệm riêng của phương trình {1 1.32) có dạng 
Y =Q,G}cosBx + R,Œ)smBx, (11.36) 
trong đó Q/(), R/(x) là những đa thức bạc ?= max(m, n). 
s Nếu + là nghiệm của phương trình đặc trưng (11.31) thì tìm một 
nghiệm riêng của phương trình (1 1.32) có dạng 
Y =x[Q/œ)cosBx + R/(x)sinBx]. (11.37) 
Ví dụ 9. Giải phương trình 
y"—3y'+ 2y =2sinx. 
Giải:. Phương trình đặc trưng có hai nghiệm r = 1, r = 2. Nghiệm tổng 
quát của phương trình thuần nhất tương ứng là 
y=C¡€Ễ + Cae”, 
Vế phải của phương trình đã cho có đạng Po(x)sinBx, trong đó Pạ(x) = 2, 


B = 1. Vì #iB = +i không là nghiệm của phương trình đặc trưng, ta tìm một 
nghiệm riêng của phương trình đã cho dưới dạng 


Y = Acosx + Bsinx. 
Do đó: 
Y' =~Asinx + Bcosx, 
h Y" =~Acosx — Bsinx. 
Thế vào phương trình đã cho, ta được 
(A -3B)cosx + (3A + B)sinx = 2sinx. 
Do đó 


=>Y= 260 su ` sung 
—5 5 : 


Nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 
2x. 3 í 
y=c¡ef+c;ae “+ 5C05X + SỈnX. 
Ví dụ 10. Giải phương trình 
y”"+y =xcosx. 
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Giải: Phương trình đặc trưng có hai nghiệm r.= +i. Nghiệm tổng quát 
của phương trình thuần nhất tương ứng là 
y = C¡cosx + Casinx. 
Vế phải của phương trình đã cho có dạng P;(x)cosBx, với Pị@) = x, B = L. 


Vì +iB = +¡ là nghiệm của phương trình đặc trưng, ta tìm một nghiệm riêng 
của phương trình đã cho dưới dạng 


Y =x[(Ax + B)cosx + (Cx + D)sinx] 
= (Ax? + Bx)cosx + (œ2 + Dx}sinx. 
Đo đó: 
Y' = [Cx? + (D+2A)x + B]cosx + [—Ax” + (2C - B)x + D]sinx, 
Y"=[BAx? + (4C— B)x +2D + 2A]cosx + [CC ~(Ð+4A)x + 2C— 2Blsinx. 
Thế vào phương trình đã cho, ta được 
(4Cx + 2D + 2A)cosx + (—4Ax + 2C ~ 2B)sinx = xcosx. 
Do đó 
4C=1I,A+D=0, 4A =0,C—-B=0. 
Suy ra 
B=C= h A=D=0=>Y= - (Xsinx + eosx). 
Vậy nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 
y= Cicosx + C¿sinx + 2 @sinx + cosx). 
Ví dụ 7ï. Giải bài toán giá trị ban đầu 
k¿ 
+ 
Giải: Phương trình đặc trưng có hai nghiệm r = +2i. Nghiệm tổng quát 
của phương trình thuần nhất tương ứng là 


y" + 4y =2sin2x, y(0) = T y(0)= 


y =C¡cos2x + C;sin2x. 
Vì 2sinẨx = 1 — cos2x, nên vế phải của phương trình đã cho có dạng 
f(ŒX) + Í2Œ&), với f(x) = 1, fạ(x) = —cos2x. Theo nguyên lý chồng nghiệm 
(định lý 11.4), ta tìm một nghiệm riêng của phương trình đã cho dưới dạng 
Y\ + Y¿, trong đó Yy, Y¿ theo thứ tự là nghiệm riêng của các phương trình 
y"+4y =1 œ). 
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y"+4y =-cos2x @®*®*) 

. Vế phải của (*) có dạng ©”*pạ(x), trong đó œ = 0 không là nghiệm của 
phương trình đặc trưng, Po(x) = 1. Vậy Y\ có đạng Y¡ =A. Thế vào phương 
trình (*), ta được A = + Vậy Yạ= T- 

Vế phải của (**) có dạng Po(x}cosjx, trong đó Pg(x) = —L, B = 2, nhưng 
+2¡ là nghiệm của phương trình đặc trưng. Vậy: 
Y¿ = X(Acos2x + Bsin2x), 
Y; = x(—2Asin2x + 2Bcos2x) + Acos2x + Bsin2x, 


Y¿ =X(—4Acos2x ~ 4Bsin2x) ~ 4Acos2x ~ 4Bsin2x. 
Thế vào phương trình (**), ta được 

—4Acos2x — 4Bsin2x = —cos2x. 
Do đó 


4A =-I,—4B=0—A= h B=0>Y¿= TA cos2x, 
Vậy nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 


y=Cicos2x + Csin2x + z + zx cos2x. 
Suy ra 
y =~2C¡sin2x + 2C;cos2x + -C0S2x - 3 xsinÐx, 
Để tìm nghiệm của bài toán giá trị ban đầu, chỉ việc thay x = 0 vào biểu thức 
của y và y' rồi ấp dụng các điều kiện ban đầu, ta được: 
l 


1 
y@) = Cụ Tư Ẵ vinh 


x l na 9 — 
y(0) =2 + 4724 ®@=I. 
Vậy nghiệm của bài toán giá trị ban đầu là 


: 1 1 
ÿ =sin2x + PT + Pb CoS2x. 
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Ví dụ I2. Xét chuyển động của một vật 
có khối lượng m đặt vào một lò xo đàn hồi 
thẳng đứng (hình 11.3). Chọn trục Ox thẳng 
đứng hướng từ trên xuống, gốc Q đặt ở trọng 
tâm của vật ở vị trí cân bằng. Gọi x là độ dời 0 
của trọng tâm của vật tính từ vị trí cân bằng. 
Giả sử lực kéo vật về vị trí cân bằng tỷ lệ với 
độ đời, tức là bằng ~kx, k > 0 là hệ số đàn 


hồi của lò xo. Nếu không tính đến sức cần x 
của không khí thì theo định luật Newton 
phương trình chuyển động của vật là đình 113 
dẦx 
Pha = ckr hay m->~+#+kx=0 


Đó là một phương trình vị phân cấp hai tuyến tính thuần nhất hệ số 
hằng. Phương trình đặc trưng của nó là mr? + k = Ô, nó có hai nghiệm 


r=‡ị _ Đặt œ = = nghiệm tổng quát của nó là 
X() = Cicost + C.sinor. 
Ta có thể dễ dàng biến đổi 
X() = Acos(@f + ð), 
trong đó A = JCƒ + C, cosỗ = S, sinô = -S. Chuyển động đó gọi là 


dao động điều hoà, A là biên độ, œ là tần số, ö là góc pha. 


Bảng tóm tắt về dạng của nghiệm riêng của phương trình (11.32) 
theo dạng của vế phải của nó 


Đạng của vế phải ffx) 


c**P.(œ) 














Dạng của nghiệm riêng Y 









2) © *Q,„(x) nếu œ không là nghiệm của (11.31) 
b) xe“*Q ,(x) nếu œ là nghiệm đơn của (11.31) 






c) Lổ IS] (x) nếu œ là nghiệm kép của (11.31) 






a) QX)cosBx +. RAx)sinBx, / = max(m, n) nếu +jB 
không là nghiệm của (11.31) 

b) x[Q/&)cosBx + Ráx)sinBx], / = max(m, n) nếu 
‡iB là nghiệm của (11.31) 







P;(x)cosBx + P;(ŒsinBx 
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Sung 
©,06 
tự 
“up, 


% 


3.5. Nghiệm khai triển được thành chuỗi luỹ thừa 


Ta đã giải được trọn vẹn các phương trình vi phân cấp hai tuyến tính hệ 
Số không đổi. Nhưng như đã trình bày ở trên, không có phương pháp tổng 
quát để tìm một nghiệm riêng của những phương trình có hệ số biến thiên như 
y”~2xy'~4y =0, 
Trong trường hợp này, có thể nghĩ đến việc tìm nghiệm của phương trình 


khai triển được dưới dạng chuỗi luỹ thừa. Nội dung của phương pháp được 
trình bày trong hai ví dụ sau. Ta bắt đầu từ một ví dụ rất đơn giản, 


Vĩ đụ 13. Tìm nghiệm khai triển được thành chuỗi luỹ thừa của phương 
trình 
v' = y = 9. 
Giải: Giả sử phương trình đã cho có nghiệm viết dưới dạng chuỗi luỹ thừa 
Y =âo+AIX+a2X”+ax” +... } AnX^ +... 
trong đồ ao, a,,.... ân... là những hằng số mà ta sẽ xác định. Ta có 


Y =ât +2a2X + 3a:x? + 4a xổ +. ¿ "hư n 
y”= 2â; +2.3ax + 3.4a4X” +... + (n~ L)nanx” 2+... 
Thế vào phương trình đã cho, sắp Xếp theo thứ tự luỹ thừa tăng của x, ta được 
(2ã; — ai) + 2a — a2)x + 3(4a¿— aa)x? +... 
+(n~ Ủ)[na, — a, ,]x"2+ =0, 
Đẳng thức đó đúng với mọi x, do đó các hệ số ở vế trái phải bằng 0. Suy ra 


âụ 
â ST, 
a 
sa 
a 
n-] 
ân =—-L, 
bà n 


Nhân các đẳng thức trên từng vế một, ta được 
_ Ấp 
ân = nP VỚI n > 2. 


Hai hệ số âo, a¡ không chịu sự ràng buộc nào, đó là các hệ số tự do. Vậy 
ta được 
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NÌ 
và, 
“cš 


+ x +. + x + 
1217? * re 
Chuỗi luỹ thừa ở vế phải hội tụ trên toàn R và là khai triển thành chuỗi luỹ 
thừa của hàm số e”. Đặt C¡ = ao — aạ, Cạ = ai khi đó C¡ và C¿ là hai hằng số 
tuỳ ý vì ao và a¡ cũng là hai hằng số tuỳ ý. Vậy 

y=C¡ rC'. - 
Dễ thấy rằng đó chính là nghiệm tổng quát của phương trình đã cho. 


Ví đ¿ 14. Tìm nghiệm khai triển được thành chuỗi luỹ thừa của bài toán 
giá trị ban đầu 


y"~2xy' - 4y =0, y(0) = 0, y'(0) = 1. 
Giải: Giả sử phương trình đã cho có nghiệm dạng 
Y =äg +ã1X + 82X” + ayXỔ +... + anX” +... 
Do điều kiện ban đầu y(0) = 0, y(Ô) = 1, ta được ao = 0, a= 1. Vậy: 
Y=X+A2X” + AXỔ +... + aaXP +... 
y=1+2ãzx + 3a;X” +... + na xh Là 
y"=2a¿ +2.3aax + 3.4a,x? +... +ín— 1)nax” 2 +... 
Thế vào phương trình đã cho, ta được 
2ã; + 32a: ~ 2)x + 43a, — 2a;)X” + ...+ n[(n ~ )a„ — 2a, 2]x" 2 + ... =0, 
Do đó 





,n> 2, œ®) 
Vì a; = 0, do đẳng thức (*), ta có 


đa — 8g =... = 8a =...=Ú 
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Vì ai = 1, do đẳng thức (*), ta được: 


âa =1 x1 a. -24_ T a -28s_ 2 1 
SE c9 r6 cố 6 216 3P 
- 2 2 1 1 — 1 
9-8 78517749824 F Kỹ: 
Vậy 
` 3 x xỉ x2k*! 
y=x Tr†21†3r† + T5RNGI 
2 4 6 2k 
b$ x xX X 
“Ít cgscec 8.) @*% 


Dễ thấy rằng chuỗi luỹ thừa ở vế phải hội tự tại mọi x e IR và là khai triển 


thành chuỗi luỹ thừa của hàm số cẺ, Có thể kiểm tra trực tiếp rằng biểu 
thức (**) đúng là nghiệm của bài toán giá trị ban đầu đã cho. 

Ta cũng thấy rằng, trong trường hợp này phương pháp chuỗi luỹ thừa đã 
Siúp ta tìm được một nghiệm riêng của phương trình vi phân tuyến tính cấp 


hai với hệ số biến thiên. 


CÂU HỎI ÔN TẬP 


1. Định nghĩa phương trình vi phân, cấp của phương trình vì phân, phương 
trình vi phân tuyến tính. Phân biệt nghiệm của phương trình vì phân với 
tích phân của phương trình vị phân. 

2. Dạng tổng quát của phương trình vi phân cấp một là gì ? Thế nào là bài 
toán giá trị ban đầu đối với phương trình vi phân cấp một. 

3. Trình bày dạng của phương trình vi phân biến số phân ly, phương trình 
vi phân cấp một thuần nhất, phương trình vi phân cấp một tuyến tính và 
cách giải chúng. 

4. Nếu biết hai nghiệm riêng Y¡ Và y; của phương trình vi phân cấp một 
tuyến tính 

y † p(®)y = q(), 
thì có thể biết được tất cả các nghiệm của nó không ? 
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Trình bày đạng của phương trình vi phân toàn phần và cách giải. 

Cách giải phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất cấp hai với hệ số 

không đổi. 

Trình bày các dạng đặc biệt của vế phải f(x) để có thể giải được phương 

trình 

y"+py +gy = Í@œ), 

P, q là hằng số, mà không phải làm một phép tính tích phân nào. 

Trình bày phương pháp biến thiên hằng số. 

Trình bày nguyên lý chồng nghiệm. 

Mệnh đề nào trong các mệnh đề sau là đúng: 

a) Phương trình y' = 4x — y — 2 + 2xy là phương trình vi phân biến số 
phân ly. 

b) Phương trình (xy + y2y' = x?y là phương trình vi phân cấp một thuần 
nhất. 

c) Phương trình x“y' ~ c*y? + 1 =0 là phương trình vị phân tuyến tính. 

đ) Phương trình (x” - y') + (x” + y”)y' = 0 là phương trình vi phân 
toàn phần. 

e) Một thừa số tích phân của phương trình 2x + y? +xyy =0 là x. 

f) Một phương trình vi phân cấp một có thể vừa là phương trình biến số 
phân ly, vừa là phương trình thuần nhất, vừa là phương trình tuyến 
tính, vừa là phương trình vỉ phân toàn phần. 

ø) Nếu y\ và y; là nghiệm của phương trình y" +-6y' + 5y = x thì Cịy¡ + Cy2, 
trong đó C, C¿ là hai hằng số tuỳ ý, cũng là nghiệm của phương trình ấy. 

h) Nếu biết hai nghiệm y; và y„ của phương trình y" + p(x)y' + qŒ)y = fŒ%), 
trong đó p(x), q(x), f(x) liên tục trong khoảng I thì có thể biết được 
mọi nghiệm của phương trình ấy trong khoảng L. 

?)_ Có thể tìm được một nghiệm riêng của phương trình y" + py + q(y) =e*x° 
dưới dạng Y = e”Q;(x), trong đó Q›(x) là một đa thức bậc hai của x. 


` 


4. 


Ð vẻ 
x? 


BÀI TẬP 
Giải các phương trình biến số phân ly : 
1) x(1 +yŸdx + y(1 + x2”dy=0; 2) œ2 + l)y' = xy; 
3) (x?— yx2y' + y? + xự? =0; 4)(x~— yˆx)dx +ớ- x'y)dy =0; 
5) ydx = (x” — a2)dy. 
Giải các bài toán giá trị ban đầu ; 


+3 
TY) =2 
+ÍÏ 





2)y' +cos(X + 2y) = cos(x ~ 2y), y(0) = 3 h 


3) x(y" + 1)dx + yÄ(x'+ 1)dy =0, y = (0)= 1; 
2x 


I+x2 1) 
4) e ”” tgydx `=i 


Trong các phương trình vi phân cấp một sau đây, phương trình nào là 
thuần nhất ? 





dy =0,y(1)= 3 











1)2x?—y°+yy'=0; 2) \jx? +y?dx +ydy=0; „ 
3) (x?+ y )y' = xy — Xe ; 4) y' =Inx - Ìny ; 
:_ X-Y, ta h 3. 
.3)y sảng 6)xy x+yán 3), 
Giải các phương trình vi phân cấp một thuần nhất : 
2 
+ 
)y=S~; 2) (y— x)dx + (y + x)dy =0; 
X 
3y'=-=*; 4) ” + y dx — xydy =0; 
bo nổ váy Ta TA in 
3)yE Ttsiny, yq) 27 6) xy 'sinT ysin—X; 
ĐÃ 
7) Xy =y + xe1. 


Giải các phương trình vi phân cấp một tuyến tính : 
1) %7 + Dy'+xy=~2; 
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e? 


".... GIÊ 
2y = =xXxỈnx (x>0), y()= DI. 


3)y +2xy=x; 





: 1 
4) y+  =s? (X>0),y()*2: 


t1 ca kUI| lộ 
3y L=yam{ 3<x<Ÿ]i 


6) xy + 2Xy = cosx, y(®) = 0; 


7) cos”xy' + v= we|-Š <x< 3) y@)=0; 


8) (1+ x”)y' ~ 2xy = (1 + x?)?; 
9)y'~2xy=2xe*”, y()=0; 
10) xy + ylIny = y (y>0); 
„ Ì_ — SỈX 
11) y*+ . 
Giải các phương trình cho dưới đây nếu đó là phương trình vi phân 
toàn phần : 
1)2x+y” + xyy' =0; 
2) (3x? — 3y + 1)dx - (3x — 1)dy =0; 





$ 1 - đy _ : 
3)$ ”—¬ tộc +y) |8 +e “ET~ tệ (x+y>0); 


3 
4) 3x?(1 + Iny)dx — lo -š)x =0 (y>0); 


5) xsiny + (ycosx)y' > 0 ; 

6) (cosy + ycosx)dx — (sinx — xsiny)dy = 0 ; 
7) ŒỄ + y)dx + (x~2y)dy =0; 

8) @WŸ— x)y =y; 

9) 3xy — 2 + (3y? — x2)y' =0; 


10) (3x” + 6xy — 2y”)dx + 3x? — 4xy + 4y )dy =0; 
11) xInydx - (x + ylnx)dx=0 (x>0, y>0); 


13) (e* + y + siny)dx + (€” + x + xcosy)dy = 0. 


7. Giải các phương trình vi phân sau bằng cách tìm thừa số tích phân chỉ 
phụ thuộc x hoặc chỉ phụ thuộc y : 


1) ydx — xdy + Inxdx = 0, œ = dX) ; 

2) (xcosx - y)dx + xảy = 0, œ = œ(X) ; 

3) ydx ~ (x + y )dy =0, œ= 009) ; 

4)y 1—y2dx + @œj1—y2 +y)đy =0, œ= œ(y). 
§. Giải các phương trình ví phân cấp một sau : 

D) œ2 + 2xy)dx + xydy =0; 

2) x'y'+xy= 1l, x>0,y()=2; 

3)e *— 2cos2x + 3yˆy' =0; 

4) x(1 +2y)y' +x?+y” + y + cÝy' =0, y(0) =0; 


35)xy'= XỶcosx + Y, v5] =0; 


2 
ý ty. 
6) Y mốc: 


?y(&+y))=y; 
8) @y? bo 4y)y' = xe". 
9. Tìm quỹ đạo trực giao của các họ đường cong sau : 


1)x=CýŸ; 2)œ~ D+(y- DŸ=C”; 








3)x”—2y?=C; 42y= 
10. Giải các bài toán giá trị ban đầu sau : 
J)y"¬y -2y=0,y(0)=0, y(0)= 1; 
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⁄ 
và 


2)y"— 10y'+25y =0, y(0) =0, y(0) = 1; 

, L3 
3)yˆ~2y' + 10y =0, +) =0, +?) =c6; 
4)y"+3y' =0, y(0) = 1,y'(0)=2; 
3)y"+9y =0, y(0)=0, y()=3; 
6)y"~2y'+2y =0, y(0) = 1, y'(0) = 2. 


11, Giải các phương trình hay bài toán giá trị ban đầu sau : 
l)y"+y'— 2y = cosx — 3sinx, y(0) = 1, y'{0) =2; 


2)y"— 2y' + 2y =x?,. 3)y"”+y =sinxsin2x ; 
4)y"+y=sinx; 5)y"~4y'+4y=e Ẩoos”x; 
6) y"+ 2y'+ 2y = 2x — sinx ; ?)y"+y=4xsing ; 


8)y"—2y'+y=l+x+2(3x2— 2)e*; 9)y"—y=xcOs2x ; 


10) y" + y'— 2y = e (cosx — 7sinx) ; 11)y"+y'+y=-—13sin2x ; 
12) y” + y = xcosx, y(0) = 0, y'(0) = ñ : 


13)y”+y'— 2y =e”", m là hằng số dương ; 
14)y"+ mổy = COSX — Sinx ; 
15)y" -(m+ I)y' +my=x- I. 

12. Giải các phương trình vi phân sau bằng phương pháp biến thiên hằng số : 
y"+4y=x; 2)y"-y=e"; 
3y"+y=—_(0<x< 5); 4)y"+y=tgx(0<x< F). 

sinx 2 2 


13. Dùng phương pháp chuỗi luỹ thừa để giải phương trình và bài toán giá trị 
ban đầu sau : 


1)y"+y=0; 
2)y"~ 2xy' + y =0, y(0) =0, y'(0) = 1. 
14. Giải các phương trình vi phân sau : 


-2x 
Dyyty : 2) (yˆ+2y + x2y' +2x =0, y(1) =0; 
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¬.ˆ 
LG 
<< 

na 


3. 
4. 


3)y"—4y'+4y =e2x— L); 


5)yy'= xV] + +y? : 


7)y"+y= sin?x H 





l)y+3= \5@2 +) ; 




















4)y"+5y'+6y= 


6)2 + yy) +eŸ(1 +xy)=0; 


l+e? 


8) 3y2y' + tgxT—e ”“=0, 


Đóp số 


2)y= CVx? +1 : 


4) Inlt—x2|+ nh -y| =C; 


1 
2) bê 


_4) 2Inlsiny| = e 





Ỳ 


tg ) =2—2cosx ; 


-n# 
TU TT, 


2)y?+2xy ~x?=C; 


+ y =x”InCx? : 
li 


3) 3arctgx? + 2arctgy” = 5 ¡ 
Các phương trình 2), 4), 5), 6) là thuần nhất. 
X 

Í =———— = - 

)y Inlx|+€'Ý ° 
3) x'+ 2xy=C; 

y 

5)x=tg2 ; 

)x=t; 


7) y= -xIn(C ~ In|x|). 


Ùy 


- €-2In( + vx? +1) 


x?+ 


3)y=+Oe* ; 


3y 


_C+sinx - 


COSX 


, 


1 


6)x= CÈ H 
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7)y=tgx—l+e t#t, 
9)y=G@2~ De ; 
ñ"jg..ẽ. 
2)x”~3xy+x—y=C; 


42x +Iny)~ y?=C; 


8)y°=4xy+C; 
2 

129 -—=C; 
yvˆ y 


l)œ=-T,y=Œx—ln—; 
X 





| 
3)œ= —z., X=y(C+y); 
Ỷ 
1) In|x + y| + —=C; 
X+y v 


3)y)=x+ 2 sinÐx +e“+C; 


5)y =xGinx — l) ; 


?)x=cy+y”; 


3)y= — 3€ cos3x : 


5y =sin3x ; 


8)y=(x+©(1 +x?); 
10) x= Cy — 1 — Iny; 


3)e “In +y)=C; 
3 
? +xy-y=C; 
10) xỶ + 3x2y ~ 2xy? + y' =C 


13) eŸ” + xy + xsiny + eFŸ =C. 
1 : 

2)œ= —z;y=xX(C- sinx) ; 
x 


4ằœ= 





lnx+2 
¿Ôn SN 


3 
cácy +Xy?+xy+eŸ =1; 
x-1, 

C-x'" 


8) y)— y!= xe*— c* + C, 


6)y= 





2)y-1=C(x- ; 


-_4)y°=3(4x+C). 


2)y = xe”; 


9y= 3@~2e 9; 


6) y =€ (Cosx + sinx) 


: , XY— I—y? =C. 
1y? 


by Ty 
HD) 


sa 


1,1) y =e* + sinx ; 


2)y=€ (C¡cosx + C¿sinx) + z& +1)Ÿ; 


3) y = Cicosx + C;sinx + 1g cos3x + 2 in : 


4)y=C¡cosx + Csinx ¬ 3 Keosx h 
5)y= e3, +x+ .x = s C052) : 


6)y =e “(Cjcosx + C2sinx)+xS— [+ s(Ocosx — sinx) ; 
7)y =x(sinx ~ XCOSX) + C¡cOSX + C;sinx ; 


8) y=€Ý(C¡ + Cạx) + x +3+ XÃ 2x2 -2}k”; 
9)y=C¡e”+C2e *_ sp _ x yết + - tiiöy ; 

TT SH LƯẠP 2E 51g Z1 hy AC 
10) y = Cie” + Cọc ?* + eÃ(2cosx + SinX) ; 


X 
ll)y= e 2(C, co X2 + snX2x) + 2cos2x + 3sin2x ; 
1 2 


$ x.. X 
SIIX + —-sInx + —cosx H 


12)y=+ 4 4 


13) y = Cie” + Cye “ + Y, trong đó'Y = 





n ©”* nếu m z 1, 
m“+m-2 ' 


1 
mz-2;Y= 3 xe” nếu m = L:Y=~2 xế nếu m = —2, 


14) y= Cicosmx + Csinmx + Y, trong đó Y = = (Ccosx — sinx) 





nếu m z 1„Y = 2X(cosx + sinx) nếu mˆ = Ị ; 


` 15) y = Cịe” + C;e”* + Y, trong đó Y = —x- 1) nếu m #0, 


Y =x(—x +2) nếu m =0. 
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12. 1) y= Ccos2x + C;sin2x + 2 ; 
2)y=C¡ + Cạe” + e (x— l); 


3) y = C¡cosx + Casinx — xcosx + sinxIn(sinx) ; 


1-2 





4) y = C¡cosx + C¿sinX + cosx In “- 
1+ t2 


2 4 2n 
= Gai : TIÀU 
13. Dyzs[l 2ì + FT „. +(=Ù ảnh 


Ề + xì sieŸý xzn+l ñ 
AI) p Ø@n+D! 


_ &1.59..(4n -3) 2nvI 
2y= 2, Gn+D'  ˆ 


14.1)yˆ=(x+C)e “*; 
2)x2+y2=eY; 


1 
3)y=e2(C¡ + Cạx) + xe” si 3): 


4)y=C¡e **+ Cạe + —e “In + c2 9 +e 3e “+ arctge"); 


5) vJL+y? -L +C; 
6) x2+y + xe =C; 


7) y = C¡cosx + C2sinX — mx COSX + 5 cos3X ; 


8)y °= _ ae ^% ~ In|cosx| + C. 
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